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PRÉFACE. 


J'ai  réuni  dans  ce  pelil  IJ\re  les  Leçons  sur  la  Théorie  des 
séries  trigonomé triques,  que  j'ai  failes  au  Collège  de  France  en 
1904-1905  (fondation  Claude- Antoine  Peccol).  Je  n'ai  pas  cru, 
toutefois,  devoir  i('|)i('ndi-e  ici,  comme  dans  mou  Cours,  les  parties 
les  plus  élémentaires  de  la  lliéoru'  qu'on  trou\e  exposées  dans 
un  grand  nombre  d'Ouvrages  classiques.  Cela  m'a  |)ermis  de 
m'étendre,  un  peu  plus  que  je  n'a\ais  pu  le  faire  au  Collège  de 
France,  sur  quelques  résultats,  publiés  récemment,  concernant 
la  possibilité  d  utiliser  les  séries  de  Fourier  pour  la  représentation 
des  fonctions  arbitraires. 

Je  suis  heureux  de  remercier  ici  M.  Emile  Borel  qui  m'a  aima- 
blement invité  à  écrire  ce  Livre. 

Rennes,  le  21  octobre  1900. 

Hknri  LEBESGUE. 
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INTRODLCriON. 

PROl'RIÉTKS  DES  PONCTIONS   ('). 


I.  Les  deux  espèces  de  points  de  disco/iti/n/i/é.  —  l'aniii 
les  (liscoiilinuités  que  peut  présenter  une  fonclion  f{x\.  dune 
seule  variable  réelle,  il  y  a  lieu  de  distinguer  un  mode  simple  de 
disconlinuilé  qui  se  rencontrera  souvent  dans  la  suite. 

j^y  est  point  de  discontinuité  de  première  espèce  pour  f\jc) 
si.  quand  .r  croit  vers  .r„,  /'{x  )  tend  vers  une  limite  bien  déter- 
minée quon  notera,  avec  Dirichlet.  _/(.r„ — o)  et  si.  quand  x 
décroit  vers  x^^,  f{-x^)  '<^  une  limite  (ju'on  notera  /"(j:,,  +  o)  (  -  ). 

La  propriété  .essentielle  des  points  de  discontinuité  de  pre- 
mière espèce  est  d'être  toujours  comparables  entre  eux;  jentends 
par  là  que,  si  'i  a.  en  j?,,,  un  point  de  discontinuité  de  première 
espèce  pour  lequel  cp^-To+O)  et  'f(j",i — o)  différent,  quelle  que 
soit  y,  admettant  aussi  Xq  comme  point  de  discontinuité  de  première 


(')  Dans  ceUe  Introduction  j'ai  réuni  un  certain  nombre  de  dcfuiitions  ou 
d'énoncés  qu'il  importe  de  connaiire  pour  bien  comprendre  le  reste  de  i'ou%Tase. 
II  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire  de  lire  ce  Chapitre  préliminaire  avant  les  autres; 
il  suffirait  que  le  lecteur  s'y  rcporlàt  s'il  lui  arrivait  d'être  arrêté  par  quelque 
difficulté.  J'ai  mis  dans  le  texte  de  nombreux  renvois  à  l'Introduction. 

(-)  Pour  abréger  on  écrira  /(-^  o)  et  /( —  o  )  à  la  place  de/(  o  -+-  o),  /(o  —  o). 

L.  , 
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espèce,  on  [)()iirra  toujours  trouvei-  l;i  coiislaul»'  K  de  manière  que 
pour  F=:  /  H-  Ko  on  ait  Fi^.r,, -h  o) ^  F(a|,  —  o).  C'est-à-dire  que, 
au  point  x„.  il  ne  subsiste  plus  qu'une  discontinuité  en  quelque 
sorte  artificielle.  Rien  de  j)areil  n'existe  |)our  les  autres  |)oints  de 
discontinuité  qu'on  appelle  points  de  discoiitinuilé  de  seconde 
espèce. 

Cette  pro|)iiété  permet,  dans  certains  cas.  de  conclure  pour  tous 
les  points  de  première  espèce  en  s'ap|)uvant  sur  l'étude  d'un  poînl 
de  première  espèce  particulier  (n"3l). 

2.  Points  réguliers.  —  Nous  dirons  que  j:„  est  un  point  réi;ulier 
pour  /'si  /'(  .r„  H- o)  et  /"(  .r„  —  o)  existent  et  sont   teU  que 

/(  -Ty)  —  f)  1  —  /(  .r„  —  O  I  =  •>_/(  .r„  )  : 

tous  les  points  de  continuité  sont  îles  points  réi;uliers. 

Tous  les  points  réguliers  sont  comparables  au  sens  du  nuuiéro 
précédent:  la  discontiuuit(''  artificielle  dont  il  a  été  parlé  n  existe 
même  plus.  La  propriété  de  ces  points  tpii  nous  seivira  le  plus 
est  la  suivante  :  la  ('onction  il/)  définie  par  l'éi^alité 

est  continue  poui-  /  =  o. 

3.  Fonctions  monotones  ;  con  li  lions  de  DiricJilet .  —  On  dit 
que  /"(a*)  est  une  fonction  partout  non  décroissante  ou,  plus  briève- 
ment, que  /'(\r)  est  une  fonction  croissante  si.  quels  que  soient  Xy 

et  j?j,  on  a 

(.r,  —  x-i  )  f/(  J-,  )  — /(  .r.  )]  ^  (I. 

f\jc)  ne  décroissant  jamais,  quand  x  croît,  et  ne  croissant 
jamais  quand  x  décroît,  fix^^-r-  o)  e\.  f(.v^^  —  o)  existent  toujours; 
une  fonction  croissante  n'a  donc  jamais  de  points  de  discontinuité 
de  seconde  espèce.  Ses  points  de  discontinuité  foruient  d'ailleurs 
toujours  un  ensemble  dénombrable.  car,  si  1  on  a 

a  <  .Ti  <  .rj  < . . .  <  x„  <  6, 
on  a  aussi 

f{b)  —/(«»  =  [/< -T-i  —  o)  — /cr,-  o)| 

-^  f/'  -^i  ^  «J  '— /'  •'■.!—  o  i|  —  .  .  .  ~\f{T„  -^  o  j  — /(>„  —  o^J, 
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et  cela  inonlre  (|iie  les  points  en  lesquels  la  (JiHereuce 
f(cr  -+-o)—f(T  —o) 

sui'passe  z  soiil,,   (|ii('l   que   soil  t^  o,  en  nombre  lim. 

Les  lorielions  déeroissantes,  qu'on  ohlienl  en  ehangeant  X 
en  — X  dans  les  fonctions  croissantes,  jouissent  cvideniinenl  de 
propriétés  analogues,  f^es  fonctions  cr(jissantes  et  décroissantes 
constituent  l'etjseinhle  dvs  fonctions  monotones. 

On  dit  (prune  fonction  bornée  satisfait  aux  conditions  de 
Diriclilet  si  elle  n"a  qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité 
dans  l'intervalle  (  (7,  b)  qu'on  considère  et  si  cet  intervalle  |)eut 
être  partagé  en  un  uoiidtic  /////  dintervalles  partiels  dans  chacun 
desquels  la  fonction  est  monotone.  Lne  telle  fonction  n'a  évidem- 
ment que  des  points  de  discontinuité  de  première  espèce. 

i.  Fonctions  à  variation  bornée.  —  M.  Jordan  a  appelé  ainsi 
toutes  les  fonctions  bornées  qu'on  peut  obtenir  en  faisant  la  somme 
d'une  fonction  croissante  et  d'une  fonction  décroissante  ou,  si  l'on 
veut,  en  faisant  la  différence  de  deux  fonctions  croissantes. 

Une  telle  fonction  n'a  tout  au  plus  qu'une  infinité  dénombrable 
de  points  de  discontinuité,  qui  sont  de  première  espèce,  et  l'on  peut 
remarquer  qu'il  suffit  de  modifier  la  fonction  tout  au  plus  en  ses 
points  de  discontinuité  pour  que  tous  ses  points  soient  réguliers. 

On  peut  encore  dire  qu'une  fonctiony  est  à  variation  bornée  si 
elle  varie  moins  vite  qu'une  fonction  croissante  bornée,  entendant 
par  là  qu'il  existe  une  fonction  (U'oissante  bornée  F  telle  que  l'on 
ait  toujours,  pour  h  >■  o, 

¥{x^  li)  —  ¥(x)>_  \f(x  +  h)  -f(x)\. 

Si,  en  efl'et,  celte  condition  est  remplie,  /"est  la  difïérence  des 
deux  fonctions  croissantes  F  et  F — /,  et  d'autre  part,  si /est  la 
dilTérence  des  deux  fonctions  croissantes  ca  et  '!>,  elle  croît  moins 
vite  que  cs  +  d/.  Cette  seconde  définition  est  souvent  commode, 
elle  montre  en  particulier  qu'une  fonction  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  Dirichlet  est  à  variation  bornée. 

f  étant  à  variation  bornée,  on  peut,  dune  infinité  de  manières, 
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écrire,  pour  r  >  a, 

J\x)=f{a)^  Vix)-  \(37), 

P(.r)  el  NiJr)  étant  deux  fonctions  non  négatives  et  croissantes. 
Soient  /){x')  et  n{x)  les  limites  inférieures,  pour  x  donné,  des 
\aleurs  de  P(j')  et  N(.i-);  on  a  évidenuneni 

f(x}  =z/(a)-^p(x)  —  n(x); 

p{x)  el  n{x)  sont  les  plus  petites  fonctions  P(-^)  et  N(.r). 

Ces  quantités  p{x)  et  n{x)  s'appellent  les  variations  totales 
positive  et  négative  de  /  dans  (a,  .r);  v{x)^^ p{x)  ^  n{^x) 
est  la  variation  totale  de  /' dans  {a,x)\  elle  est  au  |.)lus  égale 
■,iF{x)—  V{a). 

11  est  évident  que  les  deux  dillVrences  p{x^^)  —  p(x^ — o) 
et  Aî(Xo)  —  'i{Xif — o)  ne  peuvent  être  différentes  de  o  en  même 
temps,  sans  cjuoi,  en  appelant  d  la  plus  petite  des  deux,  les  fonc- 
tions Pi{x)  et  ni{x),  égales  à  p{x)  et  /i(x)  pour  o:  <  .z,,  et  à 
p{x)  —  d,  n{x)  —  (l  pour  x  1  Xq,  seraient  des  fonctions  P  et  N  plus 
petites  que/?  et  n.  De  même  les  différences /j  (j;o+ o> — p{Xo)i 
fi(^XQ+o)  —  '*(-?"o)  rie  peuvent  différer  de  o  en  même  temps  et, 
comme  ces  différences  sont  égales  deux  à  deux  quand  x„  est  point 
de  continuité  pour  /",  on  en  déduit  que,  pour  un  tel  j)()int,  p{x)^ 
n{x)  et  v{x)  sont  continues. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  somme,  la  dilférence,  le  j)roduil  de 
deux  fonctions  à  variation  l)orn<''e  est  à  \ariation  l)ornée:  cela  esl 
\rai  aussi  pour  le  quotient  de  deux  fonctions  pourvu  que  le 
module  du  dénominateur  ne  descende  pas  au-dessous  dune  cer- 
taine limite  ditierente  de  zéro.  J'examine  seulement  le  cas  du  pro- 
duit; en  conservant  les  notations  précédentes  et  en  alleclant  de 
l'indice  i  les  quantités  relatives  à  une  seconde  fonction,  on  a 

f/i  =  I  ./'<  "  >  -^  /"  —  "  I  [ ./"i  (  «  '  -^  />i  —  "  I J 

=  ppi-r-  n/ii^  pij'ia)  -t-/>/,  (a;  —  [p/it  -¥-  np,-i-  /i,/{aj  -h  /i/i(a)], 

ce  qui  démontre  la  propi-iété  et  fait  voir  en  même  temps  que  la 
variation  totale  du  produit  est  au  plus  égale  à 
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C'est  une  expression  qui  nous  servira  plus  loin;  mais  nous  y  rem- 
placerons l'origine  </  de  (a,  x)  p;ir  l'extriMnilé  .r,  ce  qui  est  é\i(lem- 
menl  permis  ('  ). 

5.  Nombres  dérivés.  —  On  appelle  nombres  dérivés  de  la 
fonction  continue  /  au  point  .r,   les   plus  [)eliles   et    plus  «grandes 

...                     ,               ,,                 ,1                           ff.r-\-h  I    -  /'(  ./•)  j 

limites  vers  lesipielles  tendent  le  rapport -. = ?  (juand 

(in  fait  tendre  li  \ers  zéro  positi  veineni  dune  part,  négativement 
d  autre  part.  Ainsi,  en  chaque  point,  une  fonction  continue  a 
quatre  nombres  dérivés  finis  ou  non.  Lorsque  ces  quatre  nombres 
sont  finis  et  égaux,  /'(.r)  a  une  dérivée,  au  sens  ordinaire,  égale  à 
ces  nombres  déri\és. 

l.,es  fonctions  /',  qui  satisfont  à  la  condition,  si  connue  dans  la 
tliéorie  des  équations  difVi'renticlles  sous  le  nom  de  condition  de 
Lipschitz,  qui  s'exprime  par  l'inégalité 

\f(x^h)—f(.T)\<   h-\hl 

OÙ  k  est  une  constante,  ont  éxidemnient  leurs  nombres  dérivés 
bornés;  la  réciproque  est  \raie  (-). 

<).  Dérivée  seconde  iiénéralisée.  Théorème  de  M .  Sclnvarz. 
—  D'autres  généralisations  de  la  notion  de  dérivée  pourraient  être 
utiles.  C'est  ainsi  que,  pour  le  n"  37,  il  v  aurait  avantage  à  définir  la 

,,.,,..  .  ....         ,  fix^h) — f(x  —  h) 

<leri\('e  de  /  en  .r  par  la  considération  du  rap[)ort -y- 

au  lieu  du  rapport  ordinaire;  cela  conduit  à  une  définition  de  la 
dérivée,  qui  comprend  la  définition  classique  comme  cas  parti- 
culier, mais  qui  est  plus  générale  puis(pie,  par  exemple,  elle 
conduit  à  attribuer  une  dérivée  nulle  à  -\-\x-  pour  j7=o.  Je 
n'insiste  pas  sur  ce  point  et  j  indique  une  généralisation  plus  im- 
portante. 

La  dérivée  première  est  définie  comme  la  limite  du  rapport  de 
la  différence  première  de /"à  laccroissement  de  la  variable;  consi- 

(')  Pour  plus  de  renseignements  sur  les  fonctions  à  variation  bornée  voir  le 
Tome  I  de  la  deuxième  édition  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan  ou  le  Cha- 
pitre IV  de  mes  Leçons  sur  l'Intégration  et  la  recherche  des  fonctions  primi- 
tives. 

(-)   Voir  mes  Leçons  sur  l'Intégration,  p.  -jx. 


INTRODK.TION. 


dérons  maintenant  le  rapport  de  la  difl'érence  seconde  de/ au  carré 
de  l'accroissement  de  la  variable.  Ce  rapport  s'écrit  ('  )  : 

A2/_  I  /•(  X  —  />  }  —/{ ./•  )J  —  I  7  (  ./■  —  //  )  —  ./•(  -r  )J 
_  /■(  X  -^  h)  -^  fix  —  A  )  —  •;•./(  X  ) 

Quand  la  dérivée  seconde  ordinaire  existe,  elle  est  la  limite  du 
rapport  pi'écédent,  pour  h  =  o  :  mais  il  se  peut  que  cette  dérivée 
seconde  n  existe  j)as  et  que  la  limite  existe.  Ce  serait  le  cas,  pour 
.r=o.  si  /  était  une  fonction  continue  sans  déri\ée  première 
telle  que  fi/i)z=  —  /'( — h).  On  convient  d'a|)pelcr  (/(hivée  se- 

conde  généralisée  la  limite  de  -^y  -,  toutes  les  fois  qu  elle  existe. 

Remarquons  que  cette  dérivée  seconde  ^généralisée  est.  d"a|nès 

la  première  forme  du  rapport  -7-^'  positive  ou  nulle  en  loiil  [xtint  .r 

où  /est  maximum  :  cela  va  nous  sersir  à  (h'nionlicr  une  propriété 
analogue  au  théorème  des  accroissements  finis  :  si  la  fonction  f 
a  en  tout  point   une  dérivée  seconde  généralisée  ■■:>.   la  quan- 

tite  — =^V5 —  ^•'>^  comprise  entre  les  limites  inférieure  et  supé- 
rieure de  ■■:>  dans  (./•„  —  li,  x„  -f-  li)- 

11  suffira,  par  exemple,  de  dé'monlrer  (jue  — ^7^^^  ^^c  surpasse 
pas  la  limite  supérieure  de  '^.  Posons 

,  I    \-  /■(  x„  )  ^  ,        /■(  .r„  -^-  Il  )  —  /■(  .7-0  —  II) 

'i'I^j  =  -  —^, (•'t  — ^u)-  -t-"" ^ ^  {x  —  x^,)  -i-JiXo); 

la  fonction  continue  \[x)  ^  f{x)  —  '^{x)  s'annule  pourvu — A, 
./o,  Xo-\-li^  donc  elle  atteint  son  maximum  pour  une  valeur  .r, 
intérieure -A  (^Xq  —  h^XQ  +  h)\  .r,  pourra,  d'ailleurs,  égaler  Xf,. 
La  dérivée  seconde  diin  trinôme  du  second  degré  étant  constante, 
on  a 

\'-'k[  X )  _  A-  /■(  ./■  )         A-  ■!/ 1  X  )         A-  /■(  X  )        \-/( Xt, ) 


(')  En  réalité,  si  l'on  prend  les  différences  h   Ih  façon  orilinaire.  un   est  coiiduil 

11  ra[)porl ^ 

C(|iiivaienle  à  celle  du  lexle. 


f(x-^:>li)--f(x)—if{x-h)  ...  ,.,■•• 

au  ra[)porl '~~r' ^ ^t"'   '^o"*^'Uit  a   une  deiiniliun  non 
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(Ton 

y\/'(.r,  I  _  v-Kx,  )  _  y\f( xq ) ^ 

(I  iiprès   nohe  reniaiciiic   ht  liinilr  du  -«i'ciiikI  iiniiilnf.   poiii- /"  =r  (j, 

A  '  /■(  ./■„  I       , 

rsl   ;iii    iiKniis ,  donc    on  a 

//■- 

A2/'(.r„) 

Le  tli(''orrni('  <■>!  dcinonli»'. 

Su  |)|)(json>.  CM  |iail  iciiIh  T.  ([iif  '^  m)iI  cori>laimiicn(  mille:  alors 
^'  /\-f\))  «'^l  conslaimiienl  nulle.  (  )iiel»  (|iie  xtieiil  ./'.  ./,,  h.  on  a 
donc 

ytX,   ~  Il  )  +J(X}  —  ij  ( -^ 1    ==  O, 

^,                >./           .  ,           ^/x  -^  X,  -~-  h  \ 
f(xs  )  ^/(^  +  h)-xf( J- j  =  o. 

C'e.sl  dire  (|iie  les  deux  dillV'r<'nees  f{.r^-rli\ —  /'(.r,)  el 
/'(./■-f-/<)  — .f\jc)  sonl  égales  on.  en  d'aiiti-es  leiines.  (jue  /"(.r) 
s  accroît  de  (|iiantil<''s  ('-liaies  (juand  la  \aii,il)le  s  accroîl  tonjours 
de  la  même  (juanlilt'.  I)  a|)iès  un  raisounemenl  hien  connn  el 
(ju  on  développe  ordinalremenl  à  lOecasion  du  mouvement  uni- 
forme on  doit  eon(diire  de  là  que  /  est  une  fonction  linéaire.  I)  où 
le  lliéorème  de  M.  Sehwaiz  :  les  seules  fondions  continues  qui 
ont  une  dérivée  seconde  uénéralisée  consluninienl  nulle  sont 
les  fonctions  linéaires.  La  dérivée  d'une  dilVérence  étant  la  dit- 
(erence  des  dérivées,  on  |)eut  encore  dire  :  deux  fonctions  conti- 
nues dont  les  dérivées  secondes  aénérfilisées  sont  partout  finies 
et  égales  ne  diffèrent  que  par  une  fonction  linéaire.  Cela  fixe 
le  de^ré  d  indé;termination  du  problème  cjui  consiste  à  cherclier 
une  fonction  connaissant  sa  dérivée  seconde  généralisée;  ce  pro- 
Mèine  sera  étudié  au  Chapitre  \  . 

7.  Ensenibles  de  points.  —  C  est  à  lOccasion  de  la  théorie  des 
séries  trigonomt'triques  [voir  n"  61  ')  que  M.  G.  Cantor  a  commencé 
létude  des  ensembles  de  points.  Je  me  contenterai  de  rappeler  ici 
un  certain  nombre  des  définitions  posées  par  M.  Cantor.  renvovanl 
pour  une  li ude  |>liis  conqilète  à  la  Note  (|ui  termine  mes  Leçons 
sur  r Jntéi^ra lion . 


8  iNTRODicrrox. 

Un  point  \*  es[  point  limite  de  reiiseinble  E  si  toiil  (lomaineC), 
coiitcuiinl  P  à  son  intéfienr,  contient  aussi  des  points  de  E.  L'eii- 
seml)le  des  points  limites  de  E  constitue  le  dérivé  E'de  E.  Ee  dé- 
rivé E'  de  E'  est  le  second  di-rivé  de  E.  ()\\  forme  ainsi  une  suite 
iinie  ou  même  translinie  de  dérivés.  Si  I  un  deux  ne  contient 
aucun  |)oint,  E  est  dit  réductible. 

8.  Ensembles  mesurables  ;  fonctions  mesurables  ('-).  —  \p- 
pelons  intervalle  les  domaines  spéciaux  obtenus  en  assujetti^sanl 
chacune  des  coordonnées  à  une  inéi;alité  telle  que  a^  <C.ri<ibi. 
l^a  mesure  d'un  tel  intersalle,  les  axes  étant  rectangulaires,  est  par 
défini ti(jn  le  produit  des  diflérences  (  6/  —  a,). 

Soit  E  un  ensend)le  de  [xiints  tous  contenus  à  lintiTicur  (\\\n 
intervalle  I.  Enfermons  les  points  de  E  dans  une  inlinité  denom- 
bral)le  d'intervalles  /et  soit  a  la  limite  inlV'ii<'ure  de  la  somme  des 
mesures  des  i  quand  on  clioisit  ces  inter\alles  de  toutes  les 
manières  possibles.  Soit  3  la  limite  analni^ue  relati\e  à  l'ensemble 
des  points  de  I  ne  faisant  pas  |)artie  de  I*].  Si  y.  ^  [i  est  éyale  à  la 
mesure  de  I,  E  est  dit  mesurable  c\.  sa  mesure  est  éi^ale  à  a.  Ea 
mesure  d'un  ensemble  ne  dé|)end  ni  des  axes  de  coordoiim-es  m, 
ce  qui  est  la  même  chose,  de  la  |)osition  de  l  ensemide  par  rapport 
à  ces  axes. 

E'ensemble  somme  de  E  et  de  E,.  c  est-à-ilire  celui  qui  est  formé 
à  laide  des  points  de  E  et  de  E,.  est  mesurable  si  E  et  E,  le  sont. 
Ea  mesure  de  E+E,  est  la  somme  des  mesures  de  E  et  de  E,, 
si  E  et  E,  n  ont  pas  de  point  commun,  (le  lli(''orème  s'étend  à  la 
somme  d  un  nombre  fini  (|uclcoiique  d(■ll^(■mbles  et  même  à  la 
somme  d  une  in(init(''  déiiombrable  d  ensembles. 

Si  Ion  considère  les  ensembles  mesurables  E,.  E,.  ...  en 
nombre  fini  ou  dénombrable,  I  ensemble  C  des  points  appartenant 
à  la  fois  à  tous  les  E/ est  aussi  dénombrable;  sa  mesure  est  la  limite 
inférieure  des  mesures  des  E,  dans  le  cas  particulier  cui  chaque 
ensemble  E,  contient  les  ensembles  d'indices  plus  grands.  E,_,.,, 
E,,..,  .... 

(')  Il  s'agit  ici  des  puiiits  d'un  espace  ayant  un  numlire  quelconque  de  dimen- 
sions. 

{  -  )  I-*()ui-  le?,  (iéinonsirations.  voir  nie^  lierons  sur  l'Intégration .  C.\\?t\K  III 
et  Vil. 
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A  I  iiidc  (|p  cc-^  ('uoiicf's  on  s  ;i>siii'('r;i  tiicilciiicnl  (iiic  Idus  les 
ensembles  acluellfincnl  (■luuiiis  soul  inc'^iiraMcs. 

On  (iil  qu'une  fonction  y  (lun(;  ou  plusieurs  variables,  définie 
dans  un  certain  inter\alle.  est  mesurable  si,  quels  que  soient  a 
et  fj.  lensemble  des  points  pour  Icsipiels  on  a  rt  <<  f  <C^h  est  me- 
surable. J^es  fonctions  continues  sont  évidemment  mesurables, 
puisque,  pour  les  fonctions  continues,  les  ensembles  considérés 
peuvent  être  obtenus  en  formant  des  sommes  d'intervalles.  De 
luème,  les  toiiclions  croissantes  sont  mesurables,  donc  les  fonc- 
tions à  \ariation  bornée  le  sont  aussi,  car  la  somme  et  le  produit  de 
deux  fonctions  mesurables  sont  des  fonctions  mesurables:  la  limite 
d  une  suite  de  loiictioiis  mesmables  est  mesurable.  Démontrons, 
par  exem|)le,  celte  dernière  |)ropriét('' ;  soit /"la  limite  des  fonctions 

mesurables  y, ,  /., De-signons  par  E„  l'ensemble  des  points  en 

lesquels  on  a  a  <if,,  <<  h\  E„  est  mesurable.  Soit  Vj'  l'ensemble, 
mesurable,  des  points  communs  à  E„.  E„^, ,  E„_^;,,  ....  Soit  enfin 
E  la  somme  E'  -f- E- -h . .  .  :  il  est  é\ident  que  E  est  mesurable,  et 
c'est  l'ensemble  des  points  en  lesquels  on  a  a  <^ /<  h. 

De  là  résulte,  en  particulier,  (pi  une  série  trigonométrique  con- 
vergente ne  peut  représenter  qu'une  fonction  mesurable:  d'ail- 
leurs, toutes  les  fonctions  actuellement  connues  sont  mesurables. 

9.  Théorème  sur  la  convergence  des  séries.  —  Soit  une  suite 
J\-.f>-  •••  de  fonctions  mesurables,  l'ensemble  des  points  où  elle 
(Converge  est  mesurable.  (  )n  obtient,  en  elï'et,  cet  ensemble  C  j)ar 
le    procédé   suivant.   On  forme   les   ensembles   E„,^,.>,  à  laide  des 

points    en    les(|uels   on   a    \f„ — f,i^p\<i-^',  on   jirend    les   points 

communs  à  tous  les  ensembles  E,,,^  ^,  avant  les  mêmes  indices  n 
et  A,  ils  forment  un  ensemble  E,,  ,,:  on  forme  les  sommes  E,,  de 
tous  les  ensembles  YLu.y  ajant  \  [jour  second  indice;  on  prend 
enfin  l'ensemble  il"  des  points  communs  à  tous  les  E>,.  où  ^J  est 
entier.  Tous  les  E,,^^^.  E,,.^,.  E^.  v^"  sont  mesurables. 

Ceci  posé',  soient  ^^  l'ensemble  mesurable  des  points  en  lesquels 
on  a  \fp — ./ !  <C  î  et  Cp  1  ensemble  mesurable  des  points  communs 
à  Cp,  ('p^\.  —  L'ensemble  mesurable  ^ {-^U-, —  C^)-^{l' -^  —  vL"2)  +  --- 
contient  v^".  il  est  formé  d'ensembles  sans  point  commun,  donc,  en 
prenant    dans    la    série    précédente    un    nombre   /i,  suffisamment 
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f^rand  de  lermes,  on  a  un  ensemble  somme  (qui  n'est  autie  (|ue  •L' p) 
dont  la  mesure  esl  au  moins  égale  ;"i  celle  de  d". 

De  ce  raisonnement  j^énéral  tirons  deux  énoncés  particuliers 
(ju'on  utilisera  plus  loin(').  Pour  cela  remarqu<)iis  que  /' esl  la 
somme  de  la  série  convergente  J\  -|-  {/'■>  —  /]  )  -+-•  • .. 

Pour  les  points  de  <1'„  tous  les  restes  de  cette  série,  à  partir  du 
A?"""',  sont  inférieurs  en  \aleur  absolue  à  s.  et  tous  les  termes,  à 
partir  du  /?"'"'',  sont  intérieurs  en  valeur  absolue  h  2£.  Donc  :  si 
une  série  de  fondions  inesurables  com'erge  en  tous  les  points 
d' lin  intervalle,  les  points  de  cet  intervalle  pour  lesquels  l' un 
des  restes,  à  partir  du  n'^""",  n'est  pas  inférieur  «  s  >-  (t,  e/(  fa- 
leur  absolue,  est  de  mesure  aussi  petite  que  Con  veut,  à  condi- 
tion de  prendre  n  assez  aicind;  ou  encore  :  Soit  Y„  l'ensemble 
des  points  en  lesquels  le  //'^""°  terme  cV une  série  de  fonctions 
mesurables  ne  surpasse  pas,  en  valeur  absolue,  un  nond^re 
positif  2  s  ;  s'il  existe  une  infinité  d'ensembles  V,i  dont  la  mesure 
ne  surpasse  pas  r^,,  on  peut  affirmer  (jue  la  mesure  de  V ensemble 
des  points  de  convergence  est  au  plus  égale  éi  r^. 

10.  i)é/inilion  de  l' intégrale.  —  Soit  /'  une  l'onction  mesu- 
rable; divisons  lintervalle  à  une  dimension  ( — x,  -h  x  )  en  une 
infinité  dénoml)ral)le  d'intervalles  partiels  à  laide  de  nombres 
croissants  /,(/ =  d.  i,  >.  ...  dune  part,  —  i  ,  —  >.,  ...  d  autre 
part),  tels  que  //^,  —  /,  ne  surpasse  jamais  y,.  Soil  ei  la  mesure  (.le 
l'ensemble  des  points  en  les(piel>  on  a 

l,=f<l,^x  (-): 

toruKms  la  série  infinie  dans  les  deux  sens 


S'" 


(  '  )  Poiif  un  auLrc  ciiniict-  voir  I>kbesuuk,  ,S'///-  une  /iinjnicle  des  fonctions 
(  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences.   (S  (|(''(:eriibrc  U)(i4  )• 

(-j  Cet  ensemble  est  mesurable,  car  il  est  formé  des  points  (|ui  aiip.irlicnnent, 
ijuel  que  soil  l'entier  //,  à  Tenseinble  des  points  en   le-^inels  on  a 


^.-r</</. 
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En  général,  ccUv  série  ne  sera  pas  al)Soliiinenl  convergenle,  mais 
elle  le  sera  toutes  les  fois  <|ue  /  sera  bornée,  puisque  la  série  se 
réduit  alors  à  une  suite  finie;  elle  sera  aussi  ('onvergenle  pour 
certaines  l'onctioiis  non  bornées.  A  toutes  ces  ("ouclions  on  donne 
le  nom  de/onctions  sorninahlcs ;  loule  fonction  niesiiriihle  hornéel 
esl  sonunable. 

Sup|)osons  /'  sonunal)le  el  inl<'rcaions  entre  les  /,  d  antres 
nombres;  la  série  A  sera  remplacée  par  une  série  analogue  A,, 
(juon  vérifiera  facilement  être  al)Solumcnt  convergente,  plus 
grande  que  A  et  plus  petite  que  A  4- r,  X  mesure  de  I  =:  B.  Opé- 
rant encoïc  de  même  on  tronxe  Vo  an  moins  égale  à  V,,  an  plus 
égale  à  B.  Kn  continuant  ainsi,  de  manière  à  faire  tendre  \ers  zéro 
les  nombres  analogues  à  r,,  on  a  une  suite  de  nombres  A,  A,, 
\j.  .  .  .  non  décroissants  cpii  tendent  \ers  une  limite  an  pins  égale 
à  B:  cette  limite  est  appelée  UinU'^rale  de  /"dans  I. 

Par  le  raisonnement  classicpie  on  vérifie  que  celle  int(''grale  esl 
indépendante  des  nombres  /,  cboisis.  Pour  le  dé\eloppemenl  de  la 
démonstration,  je  renverrai  à  mes  Leçons  su/-  l' Inlégralioii  déjà 
citées;  on  y  trouvera  aussi  les  démonstrations  d'un  certain  nombre 
de  propriétés  qui  seront  utilisées  dans  la  suite  el  que  je  \ais 
énoncer. 

La  définition  de  l'intégrale  qui  vient  dètre  donnée,  et  qui  est 
la  seule  adoptée  dans  la  suite,  esl  |)lus  générale  que  celle  à  1  aide 
de  laquelle  Ricinann  définit  l'intégrale  des  fonctions  l)ornées. 
foules  les  fondions  intéi^rables  au  sens  deRiemann  sont  sommables 
et  la  définition  ci-dessus  indiquée  conduit  à  leur  attribuer  la  même 
intégrale  que  la  définition  de  Kiemann. 

La  définition  classique,  que  nous  n'adojnons  pas  ici.  conduit  à 
attribuer  à  une  fonction  /'(x)  non  bornée  autour  de  x  =  o,  el  au- 
tour de  ce  point  seulement,  une  intégrale  dans  (o,  i)  égale  à  la  li- 
mite, si  elle  existe,  de  fintégrale  dans  (£-.  iV  quand  s  tend  vers 
xéro.  Il  importe  de  remarquer  que  cette  définition  peut  s  appliquer 
sans  que  la  définition  adoptée  ici  s'applique;  la  fonction  -  sin  -  en 

est  un  exemple.  Avec  la  définition  adoptée,  si  J\x)  a  une  intégrale, 
f{x)  I  en  a  une  aussi,  ce  qui  nest  pas  vrai  nécessairement  avec  la 


plus  senerale- 


dé'fiiiilion  (dassique    exemple,  fix)  =  -  sin  (  -  \ 

ment,  si  y' est  sommable.  el  si  ci  est   sommable  cl  bornée.  J 'i  esl 
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soininahle.  Celn  nous  p«^rmettra  d'affirmer  que _/cos/> j^-  elf<,\n/)X 
sont  sommahles  dès  que  /"  1  est. 

On  démontre  aussi  que  /  —  'y  est  sommable  quand  f  et  '^  le 
sont,  et  que  rintégrale  de  la  somme  est  la  somme  des  intégrales. 
Nous  utiliserons  aussi  ce  fait  que  le  domaine  d'intégration  peut 
être  di\isé  en  autant  de  domaines  partiels  que  l'on  \eut,  à  condi- 
tion de  faire  la  somme  des  intégrales  étendues  à  ces  domaines. 
On  peut  même  diviser  le  domaine  en  ensembles  mesurables  et  faire 
la  somme  des  intégrales  étendues  à  chacun  de  ces  ensembles,  en 
entendant  par  intégrale  de  /'  dans  l'ensemble  E  l'iiitt-grale  de  la 
fonction  cp  égale  à  /'  pour  les  points  de  E  et  nulle  pour  les  autres 
points. 

Ce  sont  les  intégrales  qui  viennent  d'être  définies  que  je  dési- 
gnerai par  les  notations  classiques 


C  fdx.  I    f/f/.r  dv. 

t    ^i  *-■        •_ 


Relati\ement  aux  intégrales  multiples,  il  est  utile  aussi  de  savoir 
qu'on  peut  les  calculer  à  l'aide  d'intégrales  simples  successives, 
comme  s'il  s'agissait  de  fonctions  continues,  toute.->  les  fois  que  les 
intégrales  simples  auxquelles  on  est  conduit  existent,  ce  qui  ar- 
rive, en  particulier,  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  d'une  fonction 
bornée  représentable  |)ar  une  .^érie  de  fonctions  continues,  et  c'est 
le  seul  cas  que  nous  rencontrerons  (^'). 

1  1.  Propriétés  de  l' intégrale  indéfinip .  —  .le  nai  pas  énoncé 
toutes  les  pf(q)riétés  de  l  intégrale  (|ui  sei'oiil  em|)lovées  :  celles  que 
j  ai  indiquées  suffiront  à  montrer  combien  lintégrale  des  fonctions 
sommables  se  rapproche  de  l'intégrale  des  fonctions  continues. 
Voici  maintenant  quelques  propriétés  fondaïuentales  de  {intégrale 
indéfinie  d'une  fonction  sommable  /"  d  une  seule  variable  x. 

(3ii  appelle  ;iinsi   la  quiiulité   K  —  /    fdx\  cette  fonction  de  x 

est  continue;  de  plus,  comme  elle  croit  inoins  \ite  que  la  fonction 


(')    Pour  la  Hémonslration   voir  les  n"' 36  à  40  de  ma  Tlièse  :  Intégrale,  Lon- 
gueur, Aire  {Annali  di  Mateniatica,  1902). 


PROI'IUKTKS    DES    PONCTIONS. 


i3 


croissanlo   /     j /"|  r/.r,  elle  est  à  \  aiialioii  hornéc,  el  nous  a\  oiis  une 

•a 

iiiiilt*'  supérieure  de  sa  variation  lolalc  (  n"  4). 

Une  autre  |)ro|)ri<''té  fondauieutalc  est  la  sui\ante  :  /'est  la  dc'-- 
rlvée  de  son  intégrale  indéfinie  en  tous  les  points,  sauf,  tout  au 
plus,  pour  eeux  d  un  ensemble  de  mesure  nulle  (§  VI.  Chap.  VllI, 
de  mes  Leçons  sur  rintégvalion  )\  eomplétons  ce  résultat. 

r^es  points  où  f{x)  —  y.  n'est  p.is  la  dérivée  de  son  intégrale  in- 
définie forment  un  ensend)le  de  mesure  nulle  E(a».  Soit  C  len- 
send)lc  somme  des  E(a)  corresponilant  aux  a  rationnels.  Soient  a?o 
une  \aleur  n  appartenant  pas  à  l' ,  a  un  nombre  irrationnel  quel- 
con(pie,   j  lin  uond)re  rationnel  V(jisin  de  a.  Ou  a 


|/,.^^_a|_|/(:?.-;-p||<|fi-a|, 


11 .  > 
ou 


' r    /      I  /t-r)  — ai  f/.r-  : ' f    \f{x)-^\dx 


^-a|, 


Or,  d'après  nos  hypothèses,  le  second  terme  du  premier  membre 
diffère  de  | /'(.r„  ) —  |j  |  de  moins  de  £  pourvu  que  x  soit  pris  dans 
un  intersalle  (xo  —  A,  ^o  +  li)  assez  petit.  Donc  on  a 


^,_^  ^.^      (    \fyx)-v.\dx-\f{x,,)  —  '^ 


—    /     \f{x)—%\dx 


\f[x,{)—  a 


3-a|^E, 


^■i\  |i  —  a  I  -H  e  : 


et,  puisque  z  et  [i  —  a  sont  aussi  petits  f[ue  l'on  veut,  \f{x)  —  a  j 
est  pour  j:- =  .ro  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie.  Ainsi,  sauf 
tout  au  plus  quand  Xq  appartient  à  un  ensemble  C  de  mesure 
nulle,  \f{x)  —  a  |  est,  pour  x  =  .r„.  la  dérivée  de  son  intés^rale 
indéfinie,  quel  que  soit  a  et,  en  particulier ,  pour  y.  z=zf{xo). 
On  utilisera  plus  loin  la  formule  dintégration  par  parties  : 

f  \jvdx^{\]{b)\{b)—\j{a)\{a)]—   f   u\  dx, 

dans  laquelle  L  et  ^   désignent  des  intégrales  indéfinies  de  u  et  t^. 
On  verrait  en  effet,  en  remplaçant  L  et  V  par  les  intégrales  quelles 


14 


INTRODICTIOX. 


représentent,  que  la  formule  précédente  exprime  seulement,  dans 
un  cas  particulier,  la  possibilité  de  remplacer  une  intégrale  mul- 
tiple par  des  intégrales  simples  successives. 

On  admettra  facilement  aussi  que  si/(.r)  est  comjiris  constam- 
ment entre  m  et  M  on  a.  pour  a  <<  b, 

myh  ~a\<     /    f{x)  d.r  <  M  {h  —  a)\ 

si  l'on  ap|)liqiie  cette  égalité  à  (.r,  x  -h  h)  on  voit  que  l'on  a,  pour 
l'intégrale  indéfinie  F  de  /, 

^  F(  .7--+-  /m  —  F*  -r)    ^  -, 

m  <  -, <  M. 

Il 

De  même,  en  intégrant  F,  on  ol)tient  .'■  telle  que 

^{  X  —  /»)-!-  57.r  —  /n  —  -i^i  X)    ^  ., 
m  < y^ <  M. 


12.  Tlu'orrnic  sur  V inlrgraiioii  des  séries.  —  Soit  une  suite 
convergeant  dans  un  intervalle  I  vers  une  fonction  f  et  formée 
de  fonctions  mesurables  fi,  /'o,  . . .  foutes  in f'rieures  en  valeur 
absolue  à  une  constante  k.  Soit  E,^  l'ensemhle  des  points  de  I  en 
lesquels  quel(|u'uiie  des  différences  \f„^p  —  f\  est  supérieure  à  s; 
soit  e„=^\  —  M,/.  On  a 

y   j'n^,,<lT  =  y   fn^,,dx  -r-  j    f„^,.dx. 

La  premirre  intégrale  du  second  inriid)ie  diffère  de    /  / dx  au 

plus  de  £  nudtiplié  par  la  mesure  de  r„,  donc  au  plus  de  s/,  /dési- 
gnant la  mesure  de  I.  La  seconde  intégrale  du  second  membre  est 
inférieure  en  valeur  absolue  à  R  multiplié  par  la  mesure  m,i  de  E« 

et  cela  est  vrai  aussi  de    /  fdx.  Donc  on  a 

/  ./''''■''■    -  /  f"^i>  '^■^  <  ^  ^  '""  -+-  s  '  ; 

•A    '  d\  I 

et,  puisque  w„  tend  vers  zéro  et  que  £  est  aussi  petit  que  l'on  veut. 
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il  t'sl  (It-inoali*'  (|im',  tlaiis  les  concilions  itidiqurcs,  r inlci^ralc 
de  f  l'st  la  limite  de  V inlés^rale  de  f„. 

Si  l'on  écrit  /'^/',  -A-  {  /.,  —  f^  >  -i-  .  .  .  ou  a  tin  llK^-orciiu;  sui-  I  iii- 
t('j;ralion  des  séries  (|iii  coiiiitrciul,  cuimiic  cjis  partieulier,  le  iIkm)- 
rèiiie  bien  eoniiii  sur  1rs  s(''ries  iiniforuKMueul  coinergeiiles. 

Remarquons  encore  (|n  il  iiii[)()ilrrail  |)cii  (|ue  la  suite  ne  tendit 
|)as  vers  /"pour  les  pdliil^  d  un  cii^einhle  de  uiesure  nulle  c,  car, 
(I Une  |»iirl.  il  -^iilliiail  de  taiir  rciilicr  lo  |)oiuls  de  c'  dans  K„  el, 
(J  autre  pari,  (|uelles  (|ue  soient  les  \aleiii-s  ait  ril)ii(''e>  à  /"pour  les 
pdinls  lie  c,  linléyrale  de  /restera  la  même. 

\\\ .  riiéorcnie  i^('-nérnl  sur  les  fondions  sonunahles.  —  Ce 
tliéorème  \a  nous  iaiie  eonuaîlre  uiu^  piopi-i<''té  de  toutes  les  fonc- 
tions somniables  tiiii,  dans  le  cas  parlicnlier  des  fonetujns  eonli- 
nues,  résulte  immédiatement  île  la  continuité  uniforme.  .1  (hionce 
ce  théorème  pour  le  cas  d  une  seule  sariahle  ;  Si  f(x)  est  soni- 
niable,  r intégrale 

J  (  /,  0)  —  \fi.r  +  0  )  —/(-r)  i  dx         (a  <  ^) 

tend  vers  zéro  avec  o. 

llemarquons  que  I  énoncé  suppose  f  définie  dans  (a,  y)  plus 
i;rand  que  (a,  3)  et  (|u On  doit  |)rendre  o  au  plus  éj^al  à  v —  !j. 
Maintenant  ona,  /e!/',  ('tant  somniables, 

J(/,ô)  =  2  f'\f\dT.  J(/,  o)  =  J(/„  ^;^  J,/_/,,  a); 


d"où 


J(/  o)  =  ]{f,.Z)  +  -,  f  \f-j\\dx. 


Ceci  posé,  si  /  est  assez  i:;rand.  en  appelant  /,  la  fonction  égale  à  /' 

pour  I /I  <  /  et  à  zéro  pour  \f\  >  l,  j     \f — /',  |  dx  sera  plus  p(;tile 
que  î,  doù 

et  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  la  fonction  bornée  _^/',. 


l6  INTRODICTIO.N.     —    PROPKIETES    DKS    FONCTIONS. 

Divisons  ( — /,  4- /  )  en  2/>  parties  éiiales  et  soit  />'(),  prend  les 
valeurs  — p.   — /'  ^^  ' P  —   ^  •  p)  '■>   Jonction  égale  à   /',    pour 

1  •  '    \-  À  /       ,.         (  ),  T-  I  )  /  Il        . I ,  , .        .. 

les   points  ou   Ion    a  —  ^  / ,  <'  —   cl    nulle    ailleurs.    Ues    lor- 

'  P   ~'  P 

luules  (lu  (léljiil.  il  résulte  que  I  on  a 

-p  *     \        -/)      / 

et  eomme.  tlès  que  p  est  assez  i;rand.  le  second  teimc  du  second 
membre  est  aussi  petit  que  l'on  veut,  il  sultit  de  démontrer  la  pro- 
priété pour  une  fonction,  telle  que  /"> ,  ne  prenant  cjue  deux  va- 
leurs o  et  A. 

Soit  -i  une  telle  fonction  ne  prenant  que  les  \aleurs  o  et  A. 
Soient  E  l'ensemble  des  points  où  o  diffère  de  zéro,  C  un  ensemble 
d'intervalles  contenantE  et  dont  la  mesure  ne  dilîère  de  celle  de  E 
(jue  de  r\  au  plus:  soit  i" ,  \\\\  enseiuble  formé  à  1  aide  d  un  nombre 
fini  des  intervalles  de  C  et  dont  la  mesure  ne  diffère  de  celle  de  C 
que  de  r)  au  plus.  Soient  enfin  <î>  et  <I>,  deux  fonctions  éijales  à  A 
pour  les  points  de  *!_'  et  «L' ,  respecti\eiuenl  et  nulles  poui-  les  autres 
points.  Alors  on  a 

/  '|o-<l>|.y^£|A|7i,  r'|<î,_*,|,/x^|AK, 

do  r  1 

et  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  <ï>,.  Mais  <t>,  nayant 
(pi  un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité  on  peut  trouver  <ï>2 

continue  et  telle  (jue   /      |<I>,  —  (&oj  ?/.c  soit  intérieure  à  ;.  alors  on  a 

•   a 
J  (  <ï>i ,  0  )  ^  J  (*2,  0  ;  —  -2  î  ; 

et,  comme  le  théorème  est  vrai  pour  <I>o,  la  démonstration  est 
achevée. 
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DKIKItMINATION   DES  COi:i- FICIENTS  DES  SERIES  TRIGONUMETRIQL  ES 
KKl'RÉSENT.WT  ("NK   ["OXOTION   DONNÉE. 


II.  Définition  des  si-rirs  triaononiétiiqucs.  —  L  ne  si'-rie  tri- 
i;(»n(»iii<'truju<'  psI  de  l;i  loi-me 

-  ao-t-  (ai  eus X  -i-  />,  siiia^i  -h  {a-icnsix  -^  ^.j  sin -^.rj  -i-.  .  . , 
1<'S  c/.  et  les  /y  étaul  (■iin>l;(iil>  ;   cetlc  >éiic  peut  aussi  s  éciire 

pO^  piCOS(j-      -  6j;  -i-  O-iCOSi.  [X  —  6-2)  -r-  . . ., 

les  •:  el  les  0  élant  eonstants. 

f^orsqu  une  lelle  série  est  eon\eri;ente  elle  re[)résente  une  tone- 
lion  de  ./'  de  période  :>  — :  aussi,  loixju  on  s  oeeupera  de  la  repré-- 
sentalion  dune  fonction  f  [X)  par  une  série  trigonométrique.  on 
supposera  loii jours  qu  il  ne  s  agit  de  la  représentation  de  fix)  qne 
dans  un  intervalle  h..  1—  -j-  oc)  (  '  )  d  étendue  ■>.-  et  I  on  modifiera, 
sil  est  nécessaire,  /{-r)  en  dehors  de  cet  intervalle  de  façon  que 
1  on  ait  lonjours  /'(x  +  27:)  ^=f{x).  Cette  opération  conduira,  en 
général,  à  une  fonction  discontinue  aux  points  a  +  2  /ciz:  dans  les 
cas  ordinaires,  ces  points  de  discontinuité  seront  de  première 
espèce. 

Si  X  el  .^1  ne  diffèrent  que  d  un  multiple  entier  de  2~.  ils  jcnient 
le  même  rôle  dans  les  raisonnements,  aussi  sera-t-il  toujours 
presque  inutile  de  distinguera  et  j",.  Nous  écrirons,  en  emprun- 
tant cette  notation  à  l'arithmétique  et  à  la  théoi'ie  des  fonctions 
elliptiques,  x  ^.r,  qu'on  lira  «  x  est  congrue  à  .r,  »  :  élant  sous- 


(')  L'extrétnilé  2x^a  est  exclue. 
L. 
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enlfiidii,    sauf   iudicaliun    «^\|>rcs>c   du    coiil  laifc,    sin\(inl    le   mo- 
dule ■>.-. 

Si,  dans  une  sc'tic  tiij;(iiH)iM(''lri(|ii<'.  lous  les  A  sonl  nuls,  on  a  une 
séi'ie  de  cosiiuis:  si  ions  les  i^/  sont  nids,  on  a  une  srru'  de  sinus. 
Ces  Sf'-ries  lurent  seules  considérées  au  début,  mais  elles  ont  I  in- 
convénient de  (  liaiii^er  de  forme  si  Ton  transforme  ./■  en  x  -+-  K, 
tandis  que  eela  n'arrive  pas  [)our  les  séries  trii;<)nom(Uii(|ues  eom- 
plètes.  Va\  dauti'es  tennes,  rorii;ine  .r  =  o  n'est  pas  un  point 
remarquahie  pour  une  telle  série  tandis  que  e  est  un  point  jduaut 
un  rôle  spécial  pour  une  série  de  cosinus  ou  de  miuis.  iJans 
le  premier  de  ces  deuv  cas.  on  a,  en  ellet,  |)oiir  la  somme  -j;  (  ./•  i, 
'C{x)  ^^  '-i  \ — .r  )  ;  et  poui-  la  somme  'li.r)  d  une  série  de  cosinus 
on  a  '!;(.r)= — 'l){  —  ./'V  (-es  deux  relations,  jointes  à  réi;alité 
/'(_.r  )  = 'j  (,r)  + 'i;(./' ),  |)erim'tteut  de  calculer  les  >ommes  des  séries 
trigonomélri(|ues  de  sinus  et  de  cosinus  en  lesquels  on  peut  décom- 
poser une  série  tri^diKuin'trKpie  eom|dète  de  somme  /(  .r  ).  à  sup- 
poser ces  trois  séries  <'onveri;entes.  A  caii>^e  de  ces  relations  on 
lient  soit,  ((miiiie  le  iait  F(Minei'.  ne  sOccu  pcr  (pic  Ai-  la  d(''termi- 
nalion  des  coelficients  (les  séries  tni;()niunélii(pies  de  sinus  ou  de 
cosinus  propres  à  la  repr(''sentation  d  une  fonction  -^  { .v)  ou  'l  { x) 
de  o  à  t:,  et  en  déduire  les  lormidcs  rclati\cs  à  la  repr(''senlati(»n 
d'une  fonction  /{-f)  dans  (  o,  •>.t:j  par  une  série  coni|)l("'le.  soit 
adopter,  comme  plus  loin,  la  méthode  inverse. 

Les  séries  triiionométriques  sont  constammcnl  emplovées  en 
Astronomie  et  dans  ceilaines  parties  de  la  IMivsi(pie  mathéma- 
tique; on  les  a  utilisées  aussi  dans  Lout(!s  les  l)ianches  des  matlié- 
inaticpies  j)ures.  même  dans  la  théorie  des  nombres.  On  verra  plus 
loin  (piehpies  applications  ^('ométrupies  et  analvliques  immédiates 
de  la  théorie  des  séries  trii^onomélricpies,  mais  je  dois  signaler  dès 
maintenant  le  rapport  étroit  (pi  il  v  a  entre  les  s(''ries  entières  et 
les  séries  trigonoinétriques.  Si  I  on  lait  c  =  e'''  dans  la  série 

—  «0  -i-  ^  (  « /j  —  il>i,  )  5/-' , 

on  retrouve  la  série  trigonométrique  écrite  au  délnit  de  ce  para- 
graphe. L'étude  des  séries  Irigonométriques  est  donc  l'étude  sur 
une  circonférence  de  la  partie  réelle  d'une  fonction  analyli(|ue. 

Si,  dans  une  série  trig()nometri(pi(\  on  remplace  r  par ,  on  a 
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iiiif  ii(Mi\<'||('  s('m'i<'  (III  «iii  ii|)[irllc  (iriliiiiiiifiiiriil  iiiié  Sfîne  Irij^ono- 
iii('lri(|ue  cl  à  ln(|iip|l(;  é\  i(lemm<;al  s  ;i[)|)li(jiici;nciil  loii.-»  no>  ('uoii- 
(•('s  iiiojeaiuml  de  léi^ers  cliyn^einents  ('). 

\ri.  (^omttunl  fui  jiosr  le  prohlrnir  'h'  In  reprrsculdtion 
(V  une  fonction  aihilnti  rc  ptir  une  si'iic  Lri<j;ononi('il  rique  (  -  ). 
—  Dans  un  ^Jf-moirc  Sur  Ifs  (/iés;a//le.s  fin  mou^fmrnt  de  Ju- 
jnter  cl  de  Salai  ne,  Kiilei-,  pour  l;i  commodilc  des  calculs  |)ia- 
liques,  icui|)laca  des  r'xpicssious  de  la  forme  fi  —  i,'"  cos(i))""H-  par 
des  séries  de  cosinus  y'-'^  ). 

Celte  Iranslorinalion  parait  aNaiilaj^euse  à  Kuler,  parce  que,  dans 

l«'S    iiil('';^ialion>    (pi  il   a  à  etlecliier,   ai^i/no  va    se    transloriiier   en 

?in/>('*  I  ,  I  1  '  •  I 

-- — >  et   la   niesence  de  ce  (lenoiiiiuateiir  />.    aiiiiiiientant  la  con- 

P  I  r' 

^ergence  (d  après  Euler),  diminuera  le  iioiiiluc  de-  leiines  de  la 
série  (pi  il  faudra  (calculer  [)i)nr  avoir  une  a|ipr(t\iiiiatioii  suffi- 
sante 

i^nler  est  donc  coiiduil  a  la  con-idéralion  de  s(''ries  lri^(jn(jnié- 
Iriques.  mai-  il  n  est  pas  conduit  par  ses  recherches  astronomiques 
à  se  deniander  si  toute  fonction  est  re[)résental)le  tri^onométri- 
<piement.  Cette  (piestion  fut  posée  |)ar  Kuler  en  17  >  >,  à  1  occasion 

(')  Je  l.iisseriii  iiii^si  de  cùlé  les  séries  IriiÇuiioiiiélriques  qu'on  ol)lieriL  en  reni- 
plaçaiil  coi/ix.  siii/>j;  p.ir  co-iu  x,  siii/î  a:;  «  étant  l'une  des  racines  d'une  équa- 
tion transcendante,  par  i-xeniple  de  l'équation  /«  a  =  (  i  — /<a)tang/(a  considérée 
ptir  F-'ourier. 

I-)  l'our  toutes  les  questions  historiques  lelalives  à  la  théorie  des  séries  tri- 
goiioiuétriques,  on  Consultera  a\ec  prolit  un  Essai  historique  sur  la  représenta- 
tion d'une  fonction  arbitraire  d'une  seule  variable  par  une  série  trigononié- 
Irique  de  M.  Arnold  Sachse  qu'on  trouvera  traduit  dan-  le  Bulletin  des  Sciences 
nialliëniatiques  et  astronomiques  de  1880. 

(')  Le  Mémoire  d'Kuler,  bien  qu'il  ait  reuiporlé  le  prix  de  l'Institut  en  17  }8, 
manque  à  la  plupart  des  collections  du  Recueil  des  pièces  ayant  remporté  le 
prix  de  V Académie  royale  des  Sciences;  on  en  trouvera  la  raison  dans  la  Pré- 
face du  Torne  VU  de  ce  Recueil.  M.  Katou.  au()uel  j'adresse  ici  mes  remerci- 
ments,  a  bien  voulu  aller  consulter  le  Mémoire  d'Euler  à  la  Hiblirdhècjue  de  l'In- 
stitut et  m'en  analyser  le  contenu. 

Un  trouvera  des  renseignements  sur  le  Mémoire  d'Kuler  dans  le  Tome  II  des 
Becherches  sur  différents  poi/its  du  système  du  monde  de  d'Alembert  (Paris, 
i-'^!\)  et  dans  un  Mémoire  de  Clairaut  (Histoire  de  l'Académie  royale  des 
Sciences,  1754  )• 
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dtin  Mémoire  de  Daniel  Beriioidli  Su/-  les  cordes  vibrantes  (  '  ). 
Éctirtons  de  sa  position  d  éqiniibre  une  eorde  tendue  dont  les 
deux  extrémités  sont  fixes  el  abandimnons-la  au  temj)s  o  sans 
vitesse  initiale.  Soient  /  la  longueur  de  la  corde  en  équihbre,  ^r  le 
déplacement  au  temps  t  du  point  qui  est  à  la  distance  x  de  l'ori- 
gine fixe  de  la  corde  quand  elle  est  en  équilibre.  BernouUi  dé- 
montre que  la  formule 

dans  laquelle  k  est  un  coefficient  dépendant  de  la  corde,  fournit 
une  solution  du  problème,  et  il  regarde  cette  solution  comme  la 
plus  générale  possible. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut,  fit  remar(|uer  Euler,  que.   pour 
/  =  o,  la  formule  donnée,  qui  se  réduit  alors  à 


2'-' 


up 


puisse  représenter  la  courbe  position  initiale  de  la  corde.  Or,  à 
l'épocjue  d'Euler,  on  distinguait  deux  esj)èces  de  courbes  :  les 
courbes  géométriques,  pour  lesquelles  r  et  x  étaient  liées  par  une 
relation  analytique,  et  les  courbes  arbitraires  qui  correspondaient 
à  un  trait  tracé  à  volonté  (  -  ).  Pour  Euler  et  ses  contemporains,  il 
était  certain  que  la  seconde  catégorie  de  courbes  était  plus  \aste 
que  la  première;  or,  |)our  que  laffirmation  de  Bernoulli  fut  fon- 
dée, il  aurait  fallu  cjue  la  courbe  arbitraire,  position  initiale  de  la 
courbe,  put  se  définir  analvtiquement  à  laide  d  une  série  trigono- 


(')  Les  travaux  d'Euler  el  <Je  lit-iiiouili  sont  iiiipninés  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin. 

Pour  ce  qui  concerne  la  discussion  sur  les  cordes  vibrantes,  on  lira  avec  intérêt 
VHistorique  que  Iliemann  a  placé  au  début  fie  son  Mémoire  Sur  la  possibilité 
de  représenter  une  fonction  par  une  série  trigonométrique  (  CEuvres  mathé- 
matiques de  Biemann),  ou  le  Chapitre  de  la  Section  1  des  premières  Beckerches 
sur  la  nature  et  la  propagation  du  son  de  Lagrange  {Œuvres,  t.  1). 

(-)  Jusqu'à  Euler,  on  avait  complètement  banni  ces  courbes  arbitraires  des 
Mathématiques;  à  l'occasion  du  problème  des  cordes  vibrantes,  Euler  avait  cru 
pouvoir  leur  appliquer  certaines  des  opérations  du  Calcul  infinitésimal,  mais  la 
légitimité  de  ses  raisonnements  était  généralement  contestée. 
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inrtiKiiir,  (•  ('sl-;'i-(lnc  eu  soiiinir  (|iic  loiilc  comlx"  iiihil  rime  I  Til 
une  comln'  i;(''()int'lri(|m'. 

Le  (■;!■>  Ir  [ilii^  siiii|»l('  i|ii(iii  ,{\,\\\  i'i  ((msKlérei'  «'"Liii  I  <<'l  ii  i  d  uii<; 
|msilioii  iniliiilf  |)()l\  i^oii.ilc  (le  hi  coidc  (  '  ).  Si  l'affiiiiiiilioii  «J»; 
Bernoulli  «îtail  exa(;te,  il  fallait  qniirit-  série  trijji^onomélrique 
piU  égaler  une  fonction  linéaire  dans  un  intervalle  et  une  autre 
fonction  linéaire  dans  un  autre  intervalle;  ou,  si  l'on  \eut,  il  fallait 
<|ue  deux  expressions  analvli(|nes  fussent  égales  dans  un  mlersalle 
et  inégales  dans  un  autre.  Tout  cela  paraissait  im[)Ossil)le  (-). 

La  question  de  la  représentation  des  fonctions  arbitraires  par 
une  série  trigonoinétrique  fut  à  nouveau  posée  par  Fourier.  Le 
premier  pr(d)lt'm»'  (pi  il  traite  dan>  sa   Tli('orie  de  la  chalciif  jieut 

se   ramener   an    Minant    :    les   deux    demi-droit(;s    i' >  (j,    X  =  zt  y 

sont  maintenues  à   l.i    leiupéral  lire   zéro,   le   segment  ( — ■—■,  +  -  ) 

est  maintenu  dans  un  étal  de  teiiq)éM'atiire  constant  et  donné,  quelle 
est  la  distribution  de  la  température,  su|)posée  stationnaire,  dans 
la  portion  du  plan,  homogène  et  isotro|)e,  limitée  par  ces  trois  seg- 
ments de  droite?  Fourier  de'*montre  qu  on  obtient  une  solution  du 
problème  en  prenant,  pour  la  température  V, 

V  =  \  ay;('-'2/'-<'r  cos(  ip  —  i).r, 
et  ce  sera  la  solution  générale  si,  en  faisant,   dans  cette  formule, 


(  '  )  (  La  manière  ordinaire,  pour  ne  p^is  dire  l'unique,  de  faire  sortir  une 
corde  de  son  état  de  repos,  c'est  de  la  prendre  par  un  de  ses  points  et  de  la 
tendre  en  la  tirant,  ce  qui  lui  donne  la  figure  de  deux  titanes  droites  qui  font  un 
angle  entre  elles.  "  (  D'Alkmbkut.  Opuscules  rnathéniatiqucs.  t.  I.  p.  (i;  voir 
aussi  t.  IV',   p.   149.) 

(-)  Comme  on  adint-Uail  ((ue  deux  expies-ions  aiuil\  liquKis  égales  dans  un  in- 
tervalle sont  égales  partout,  on  admettait  qu'il  suffit  de  se  donner  une  fonction 
à  définition  analytique  dans  un  intervalle,  si  petit  qu'il  soit,  pour  qu'elle  soit  par 
cela  même  déterminée  dans  tout  son  domaine  d'existence.  D'où  le  nom  de /une - 
liones  continuée  donné  par  Euler  à  ces  fonctions.  C'est  après  Caucliy  (jue  les  mots 
fonction  continue  ont  acquis  leur  sens  actuel. 

La  propriété  qu'Euier  croyait  recounaitre  à  ses  fonctions  (-ontinues  est  relie 
qui  caractérise  les  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe.  Jusqu'à  W'eier- 
str.iss,  qui  fit  voir  que  deux  expressions  analytiques  d'une  variable  complexe 
peuvent  être  égales  dans  un  domaine  sans  èlre  égales  partout,  on  admettait  géné- 
ralement que  celte  continuité  eulérienue  appartenait  à  toute  fonction  de  variable 
complexe  définie  par  un  procédé  analytique. 
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y  =  ().  on  [)r'iit  représenter  la  loi  arlutriiii-e  de  lempératiii-e  donnée 
pour  — -  -  <^  ./•  <;  -•  C  est   à  nouveau  hi  possd)dité  de  représenter 

une  fonction  arhitraiic  par  une  série   ! iiiionoiiK'l rnpie  qui   est  en 
question. 

Pour  le   cas    le    plus    simple,    telni    où    \     est    constant   de  —  - 

à-j>    Fouiier  est   ainsi    conduit    à   la   considération  de  la   série  (  C) 

que  Ton  verra   plus  loin  (  n"  ^1  )  et   (lui   est  ('-"aie  à  -  de   —  -   à    - 
1  I  .  i  .  I  ., 

~      I        T.    ,      )T.         ,  .  .  ...  ,        . 

et  a  — •  -  (le  -  a IJe   sorte    (lu  une    série    triiionoinetrKiue    peut 

I  \>.        À  '  '11 

représenter  des  fonctions  discontinues  (  au  sens  actuel  )  et  qiu'  deux 

expressions   analvliipies    pcu\enl   >  é'<;;iler   dans  un  inlcr\alle  sans 

s  égaler  partout  i  '  i. 

Nous  allons  maintenant  nous  ()ccu|)cr  de   la  dclciininalioii  des 

coefficients  des  séries  trigonométrupics  j)ropres  à  représenter  des 

fonctions  données. 

1().  For/nu  /es  d  l^uiei-  et  hourier.  —  La  nn-tiiode  classique 
consiste  à  raisonner  comme  si  la  série  trigonométrique  chercliée 
était  nécessairement  uniformément  convergenle.  ou  du  moins 
intégrable  (terme  à  terme)  de  o  à  2—.  même  a[)rè>  multiplication 
par  cospx  ou  sin/-»./-.  Alors,  en  se  ser\anl  d  ideiitit(''S  évidentes,  (jn 
obtient  les  coefficients  de  la  série  clicrcln'c.  >oit 

1  ,      .  ,      . 

J  i  X  )  =  -  «o-i-  c/|  COS./'  -i-  />!  siii.r  —  c/^  cos'i  j-  —  0-2  ^ni  i,/-  -I-.  .  . , 

en  intégrant  cette  égalité  de  o  à  2-  a|)rès  lavoir  multipliée  terme  à 
terme  par  cospx  ou  sin/>./'  i^p  entier  positif  t^u  luilj.  Cela  donne 

a,i^  -     j        y"(  j")  (OS /i.r  <■/:/■.  h„  =  -     1         fi;r)>in/i.rd:r\ 

ces  formules,  dans  lesquelles   1  intervalle  (  o,    27:1  peut  être  rem- 


(';  C'est  parce  que  les  (onctions  déliiiics  aiialvli(|ueincMt  peuvent  ue  posséder 
ni  la  contiiuiile  eiilerienne,  ni  la  conlinniu^  ordinaire,  (jue  l'on  renonce  en  gén(hal 
maintenant  à  d(;linir  les  fonctions  par  les  cxpiessioiis  analytiques. 

Ici,  j'ai  adopté  la  délinilion  de  Rieinanii  :  y  est  l'onction  de  x  ((iiand,  à  x  arbi- 
traire, correspoiiii  une  \<ileiir  bie')  détciininée  de  y. 
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|>I;h(''  |».ir  rinlcr\;illr  i  a,  >.-~^y.).  ><miI  cniiiiiics  sdiis  le  iioiii  "le 
forinulcs  <r  hliilcr  et  Foinicr.  li  ifiii;iiiri  ciov.iil  (|ii  elles  <''lai('ut 
duo  il  l'oiiiici' :  CM  if'-iiliti'.  relier  II'-  ii\  ,iil  (l<'-iiiuiil  i(''f's  inih'-riciire- 
iiicril  |).ii-  le  ni  net  (je  (iiic  je  \  icri-  d  iiid  i(|iici'  i  '  i  [xiiii'  le  eas  d  une 
série  de  eosiiiiis.  l'our  ce  <a>  l'I  iioiir  ciliii  d  une  seiie  de  sinus,  si 


on  itose 


/■(  X)  =   -  a„ -r-  ^  '-l-n  C(lS/*.r  ou  fix)  —  2^  ^"  siii«j-, 

les     rdiiiiido     |)i  <'(('deiiles    drxiemieiil.     en     leiiaiil     emiiple    de    la 
remar(|iie  du  n"   I  1. 


t„  =  -      /       f{  X }  cns/i.r  (Ix,  J/,  =   -     /      ./i 


(  j'  )  sin  //  ./•  'Lr     (  2  j. 


17.    l-'<iiinii  h's   fl' intcr/)()lnfii>n .  Lune    de-    nu-llindes    qu  a 

eniplovt'-es    lùdei'    |)(»ui-   ealeiiler   les   (-(ndlieients  a,^  eoiidiiil    à  des 
foriiiules  dinterpolation  lrii;()n<)in('Mri(|ue  intéressantes.  Celle  nié- 

llidde  II  est  pas  rigoureux',  elle  ^up|l(l^e([ue  la  s*'; rie    /  y.,,  esl  abso- 
lu ine!\l  conNeri^enle. 

Dans    1,1   lorniiile   /'(j:-)  =- a,,  ^>  7./,  (•()>//. /•.    l'aidons    suceessi- 


(')  AovY/  Aria  Alutfl.  Pt'tioi>olil(iiia-.  1.  \1,  année  i7<);.  \(iliiiiie  |iaru  en   179S. 

{-)  Voici  quelques  indiialiuns  historiques:  Dans  son  Minioiie  île  174'^.  l'^nler 
donne  lexiirer-sioii  de  a„  à  l'aide  de  séries  {  roii-  w"  IN).  Kuler  donne  de  plus, 
sans  démonslralion.  des  e\pres>ions  .i(qjiorli<es  de  a„  el  a,  qu"il  avait  liés  pro- 
hablenient  obtenues  [)ai-  la  niétliodc  (|u'il  a  l'ait  connailre  en  \-\\^.  dans  le 
'l'onie  déjà  cité  des  ^^o\•(l  Ir/a.  en  même  li-mp~  i|iie  l.i  t'oiiiiule  ;;i'iiciale  du  texte 
qui  fournit  a,,. 

\\aiit  l'apparition  des  Mémoires  d'tCuler  (datés  du  itj  mai  1777).  on  trouve  la 
tnrmule  qui  donne  a„  à  la  page  ()(j  du  Tome  II  des  /ieclicichcs  de  dWlembert  5i</- 
dijj'erenls  points  du  sysfè/ne  du  monde  {i-'^\  )■  La  l'ormuic  générale  qui  donne  a„ 
se  trouve  dans  un  Mémoire  de  Clairaut  (daté  du  ()  juillet  i7.Î7)-  publié  en  17Ô9 
dans  VHistoire  de  (' Acadeniii'  royale  des  Sciences,  année  i75'|. 

I  ne  formule  fort  voisine  de  celle  qui  donne  -|i„  se  trouve  dans  un  Mémoire  de 
Lagrange.  paru  de  i7()>  à   176')   (page   .').'),j  du  Tome  I  de  ses  Œuvres  complètes). 

Enfin,  les  formules  qui  donnent  a,_,  [j„.  a,,,  6„  se  trouvent  dans  la  Théorie  ana- 
lytique de  la  chaleur,  par  l'onrier  (Art.  "il'.)  et  suiv.i.  Foiuier  avait  d'abord 
fait  connailre  ses  résullats  par  une  Note  connnuni(|uée  à  l'Académie  des  Sciences 
le  11  décembre  1807. 

Dans  les  paragraphes  suivants,  les  iip'tliodi's  (|ui  ont  "''te  emplovées  par  ces 
géomètres  se  trouvent  indiquées. 
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veinent  r  =  o.  -,  2— .  .  .  .,  ( n  —  i  )  —  et  ajoutons  les  résultats.  Le 
n         n  n  •' 

coefficient  de  y.p  sera  la  somme  des  cosinus  des  arcs  se  terminant 

aux  sommets  dun  polygone  régulier,   f^ar  suite  ce  coefficient  est 

nul.  sauf  si  tous  les  arcs  ont  même  extrémité,  ce  qui  exige  que  p 

soit  (ll\isil»le  |)ar  in  (').  îSous  avons  donc 


^^01) -^-1 


7  =  1 


a\ec  nos  hypothèses,  il  est  légitime  de  négliger  la  séi'ie  du  second 
membre  dès  que  n  est  assez  grand,  et  I  éijuation  précédente  fournit 
une  valeur  approchée  de  a^. 

De  même  partons  de  la  formule 

r  •  V 

JiX)  C'MZX  =    -  a,,  C<)>ZX  -r-    /    "J.,,  Ci>>pX  f<»S  Z.T 

I  I  "^ 

=  -  ï,,  co>;;a"  h-  ~    7  a,,  cus(  p  -^  z  )x  ^-  t.,,  c<>;.(  p    -  z)x; 

/'  =  ' 
faisons  y  .r  ^  o.  — .    •••,    \n  —  ii-  et   ajoutons,    l'oui    r  << //    on 


(')  Cela  peut  aussi  se  vcrilier  à  l'aide  de-  furmulrs  i^iii  ilniintiil  les  soiniiies  de 
sinus  ou  de  cosinus  d'atcs  en  |)rooressi<>ri  arithmélique 


/'  =  ' 


^   s\u{a  ^  /,z)  = 


V  =  '"  C05  [a  -^  —  z)  eus c 

2j  cn.ia^pz,=   -^^ ; 

„  ^,1  sin  -  z 

'  î 

la  seconde  dmine,  en  particulier,  une  lorniule  qu'un  ulili-na  plu»  loin 

/'  =  '"  >in  {  m  +  -\z 

^^2^c.,pz^  _ 

,,  =  1  isin-;: 
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trouve 

Initiiuic  (Toù  Ton  iwe  une  valeur  ap|)r()cliée  de  a^. 

(.(■s   valeurs  approrlit'es  seraient  rijioureuseuient  exactes  si   tous 
les  eoenieienl>.  à  partir  de  y.„,  élaient  nuls.  Doih'.  si  1  on  pose 


l   Z7Z  II    —     I  "•  fl     ^    It    1 


la  foMclioii  'il  .7)  é"ale  /'(  .r  )  |)our  ./•  =  o.  —  ■>    •  •  -^   (  /?  —  i  )  -•  Cette 

(orniule  d  intcrpolalioii  Iri^oiioinélrupic  est  duc  à  Clairaiit  qui 
a  rcniai'(pi(';.  de  plus,  (pi  eu  faisant  croître  IK  "J..,  tend  vers  la  valeur  o.p 
delinie  |)ar  lo  fdriiiiilc»   dti   païa^iaplu'  pr«''ccdeiit. 

<  )n  pciil  Irailei-  de  iiii'iiK'  le  cas  d  une  s(''rie  de  sinus:  cela  Cf)n- 
tl  M  1 1  à  poser 

la   fonelion    'l^x)  ainsi   dt'liiiir  ('-^alc    /(,/)   pour  ./•=—,    'j.--,    ■•-, 
'  .  .  I  n  n 

(Il  —  I  )  — •  Celle  torinule  d  internolation  est  due  à  Layranue. 

(  )n  a  parfois  considéré  eonmie  é\ident  que  -j  x  )  et  'J>(\r)  tendent 
vers  /\.z:)  cpiand  n  aui^inente  indéfiniment  ;  cela  n'est  nullement 
certain  et  il  se  pourrait  que.  pour  certaines  fonctions  ./(■>£■),  les 
fonctions  Z'i.x)  et  '}(■/')  ne  s  apjjrocUent  pas  indéfiniment  de 
f{x)  ('),  Je  me  contente  de  signaler  cette  question  et  je  termine 
ce  paragraphe  en  indiquant  quelques  fornuiles  d  interjiolation  tri- 
gonométrique. 


(')  C'est  ainsi  t|iir  MM.  tiiiiige  et  Boiel  ont  luoulré  féceminenl  que  la  iMiimile 
d'inlerpolalion  ordinaire  de  Lagrange  ne  pernietlail  pas,  dans  tous  les  cas, 
l'approximation  indélinie  des  fonctions  continues  {voir  la  Zeitschrifl  fur  Math, 
und  Pliysik.  t.  \L\'I,  p.  a  >9  el  le?  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles 
de  M.  Borei.  p.  -b). 
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Supposons    qu'on    veuille    Ironver    une    série    trii^onométiique 
liuiilée  égale  ■Afix)  |)(>ur  r  ^  x ^ .  ./•  =  ./'-j,  .  .  .  ,  ,r  =z:  .r„.    Vlors  on 

pourra    prendre  y{x)^y  V,{  x)  /(  ■/■/ ).    ^^(^■)  étant  une  série  tri- 

j;onoinélri(pie  liniilée  uuile  jxmr  toutes  les  valeurs  ./•,,  .r^,  .  .  . ,  J:^// 
sauf  pour  Xi  où  elle  doit  se  réduire  à  i.  On  jieut  |)rendie,  pai" 
exemple,  P|(.r)  égale  à  I  une  des  quantités 

(  sin.r  —  sin,/-2  )  (  siii  ./■  —  siii./'j  ).  .  .  (  sin.r  —  sin  x,,  ) 


(sui./'i  —  sin./ .,  )  (  suL/'i  —  sHi  j"3  ).  .  .(  siiKri  —  '^inx„  ) 

sitK  ./■    -    r-,  )  sin  ( .r  —  ./;.  ).  .  .sin  i  ./•  —  .r„  ) 
sin  (  .r,  —  .r.,  )  sin  (  ./'i  —  ./■;;  ) ...  sin  i  .rj  —  ./•„  ) 

Bien  entendu  les  x,  ne  pen\ent  pas  être  al)Solument  (pieleonques  ; 
d  ne  faut,  par  exemple,  axce  lune  ou  I  autre  forme  de  V,(x},  que 
Ton  ait 

Xi  ^=  X-i-^  1-. 

(^)uand  on  a  trouxé  une  séiie  triguuomé'liKpie  liuiit<''e  r(''|)()nilaul  à 
la  (pu'stnin,  on  peut  évideuiment  eu  a\oii'  d  autr<'s.   l'ar  exemple, 

on  peut  multipher  \\(.r)  par  r- ->  |)OMrvu  que  (<'  soil   une  série 

trjgonométrique  limitée  et  (pie  X(,/)  soit  ddiV'ieul  de  /.(''ro:  pour 
.^i  ^  G,  on  pourrait  |)rendre  À(  .r  )  =  sin./'.  On  peut  ajoulei'  à  la 
série  trouvée  uue  série  de  uième  nature  s.innulani  pour  tous 
les  ./■/,  par  exemple 

'h{3f  )  sin  (  ,'r  —  .r\  )  sin(.7'  —  .r.,  ) .  .  . . 

On  peut  aussi  applujuer  la  lormule  à  ^— —  et  luulti  |)li('r  le  rc'siiltat 

obtenu  par  z{x)^  ■^(-^')  étant  une  série  trigonoiuélrupic  liuiilée  ne 
s  aunulani  pas  pour  les  \aleurs  eonsidér(k's  de  x  ('  ). 

18.  Méthode  de  bourier.  —  h'ourier  (lierehe  à  déterminer 
les  [i^  de  faeon  que  l'on  ait  J\x]  =  \  'p^Mw  p.L\  ./\-f''  étant  une 
fonction  donm-e  par  sa    série   de  Taylor.    Il  adiiK't   pour   cela  cpie 

(')   CeL  arlilice  est  dû  à  Ijasii'aiiJie  (  t'oir  leiKlroit  cilé  de  ses  Oliitvres). 


I)i:ti;u.min\tiijn   i>i;s  cokkk iciknts.  27 

Ton  |MMl  (llir.'-reiitier  incléfinimml  Iciiiic  ;i  terme  le  second  membre 
cl  II  ('•i;al('  1rs  (léri\écs  (le  /' calcuN-o  pour  X  =  o  à  l"aide  de  la  série 
eiilièrc  d'une  part,  à  l'aide  de  la  s«'-ric  lrigonf>métri(|iie  d'autre 
iiiirt.  l'iiiii  M  ne  cela  -nil  |>()S>il»l«'  il  laul  t'\  idcMmii-iil  i|uc  /"  et  toutes 
ses  d('-ri\écs  d'ordre  pair  soicul  nulles  pour  x^^i)\  .\\\-^>\  l-ourir-r 
prend-il  /'(.Z' )  sous  la  forme 

A3    ,       A.-,    .       At    . 

f  {.  X  )   —    \\X  -y  J-3  -r-      .        ^••'  —rX'^.... 

''  \\  •>  !  7  : 

Les  A  soiil  connu--,  les  j  sont  inc(Uinu-  cl  I  un  a  pour  les  dctcr- 
niiiicr  une  inlinilé  d'ccpiatirjus.  ohlciiucs  par  le  procédé  indiqué, 
el  (pu  soril  de  la  foriiu- 

(  a  )  A/,  =  âi  ^  •>./'  So  -  V>  %^  'xi''^,,-^..., 

p  étant  un  nond)re  impair  (pieleonque.  Pour  tirer  'p,-  de  ce  système 
infini  d"é(|ualions  à  une  infinité  d'inconnues  (M  Fourier  limite  le 
système  aux  m  (//?>>/•  1  premitMcs  é(|uations  dans  les(|uelles  il 
annule  toutes  lc>  inconnues,  à  partir  de  ^w+i-  I-a  résolution  de  ce 
système  fournit  pour  j,  une  \aleur-  |j'/.'  dont  Fourier  cherche  la 
limite  pour  m  inlini.  (  >e  mode  île  lésolution  prête  à  bien  des 
objections:  d'abord  il  n  est  pas  é\ident  (jue  la  limite  des  ^j'"  soit 
une  solution,  puis  il  n  est  pas  évident  (jue  cette  hmite  ^oit  la  seule 
solution.  Comnu^  je  n'essaierai  pas  de  rendre  rii;oureuse  la  méthode 
de  Fourier.  j  ('m|)loicrai  un  procéMb-  de  résolution  |)eut-ètre  plus 
criti(juable  enc(U-e,  mais  plus  liipide  :  le  |»i'oc(''(lé  des  coefficients 
indf''termin(''S  (  -  1. 

Si    nous  ajoutons    les  é(pialion>  1 '/ 1  uiulliphees  ies|)eclivement 
par  des  f;icteuis  /,, .  /,:(.  A., on  aura 

3,.  =  À ,  A ,  -^  A3  A3  -T-  A5  A5  -+-... , 


(')  Kelativi-inent  à  de  pareils  syslt-iiies  d'équations  un  pourra  consulter  des 
travaux  de  .M.M.  Poincaré  (Bull,  de  la  Soc.  matli.  de  France,  t.  \III  et  \\\  ), 
Bore!  {Annales  de  l'École  .\ormale.  année  lî^go),  von  Kocli  {  Act.  Matli.,\..\\ 
et  XNI),  Cazzaniga  {Ann.  di  Mat.,  années  189-  et  1S98). 

(-)  Il  parait  d'ailleurs  bien  difficile,  sauf  peut-être  pour  le  cas  particulier  où  / 
a  la  période  j-,  de  rendre  rigoureux  le  procédé  qu'emploie  Fourier  pour  délcr- 
iiiiner  les  Jl;  pour  le  cas  simple  où  f  =^  x.  ce  qui  est  le  premier  des  exemples  de 
Tourier.  les  séries  qui  ligurent  dans  les  équations  (a)  sont  divergentes. 
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à  condition  que  Ton  ait,  pour  q  entier  positif  dillerenl  de  /•, 

O  —  Al  (j  —  A  j  (/'■  -h  A.5  (/>+... 

et 

La  fonction 

M{.r}  =  >,i.r  4-  À:t.r'-i-  À^.r-'-r-.  .  . 

doit  donc  éLre  une  fonction  entière  impaire,  nulle  pour  a  entier 
différent  de  dz  ;•,  égale  à  i  pour  .r  :=  +  /•.  On  peut  prendre 

,  ■!  r  sinT.x 

to(.ri  =  ( — !)'■    ' — ^ — — 

/■-  —  ,r- 

--('t-aî;*4î;--V)*...i  >'>■ 

\  -\         r-    t[         r*    il         /■''  /  J 

D'où,  puisque  A,,  é^sic  J'^pUo)  au  sii;ne  près, 

P,=  ^— [/■(o)H-/-,c.)(-n-^) 

Fourier  ordonne  la  quantité  entre  crocliels  suivant  les  puissances 
croissantes  de  -;  les  coefficients  de  ces  [)uissaiices  se  calculent  [)ar 
la  fornuile  de  Tavlor  et  Ion  a 


('j  Si  l'on  n'apei'cevail  pas  cette  forme  partiriilifie  de  w(a:)  répondant  à  la 
question  on  pourrait  former  la  fonction  entière  w(;r),  connaissant  ses  zéros,  à 
l'aide  de  la  méthode  de  Weierstrass;  on  serait  ainsi  conduit  à  l.i  fonction  (u(.r) 
choisie  dans  le  texte.  Mais  il  est  bien  évident  que  cette  fonction  n'est  pas  la 
seule  qui  satisfasse  aux  conditions  imposées  à  h)(x),  son  cube  y  satisferait  tout 
aussi  bien;  aussi  la  méthode  de  résolution  du  texte  est-elle  très  critiquable.  Au 
sujet  de  l'indétermination  qui  se  rencontre  ici.  roir  une  Note  de  M.  tiorel  .S'«/' 
l'interpolation  {Comptes  rendus,  mars  1^97)  et  son  Mémoire  Sur  les  séries 
diK'er génies  {Annales  de  l'Ecole  normale,  l'Sgg,  p.  82). 
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l'oiir   ciilciilcr    hi  (|ii;iiili  li'  fiilrc  cioclicts.   on   rciniirqiH'  qu'elle 
égale  .v(  Tt  I,  en  pDsaiil 

six)  =  f(x)       —f'^'i-r)  H r/'*'Ca"j  -H 

Lue  (loiihic  iliHereiil  liitioii  inouire  (|iie  I  on  a 

I    d-  s 

équatiDii  liai'. tire  dont  l'inlé^i'ale  i;énérale  est 

s  =  a  cui,rx  -r-  ù  sin/,/'  -r-  r  >iii  l'i'  j      /(■^  )  ^o^r.f  dx 

/      f( X  )  sin  rx  dx, 


r  ros  rx 


a  est  nul.  car  s-  doil  èlre  une  iouelioii  nn|iaire;  de  sorte  que,  pour 

X  =  -,  on  a 

i-(-j=(  —  i)''-'r   /      fi  X  )  s\i\  rx  dx, 

•   0 

et.  par  suite,  on  trouve  pour  j,  lexpression  classique. 

La  niétliode  de  Fourier  est  intéressante  surtout  à  cause  de 
l'ingéniosité  des  transformations  (pi  ellcclue  Fourier.  La  première 
méthode  d'Euler,  dont  il  a  été  parlé  au  n"  15.  permet  aussi  d'ob- 
tenir la  formule  classique  par  des  transformations  analytiques. 

Soit  la  fonction 


/(•f-)  =_2  A/,  cos/'.r: 


transformous-la  à  1  aide  de  1  identité 

■2.1'-^  CAiSl'X  =  COipX  -h  Cj,  COSi  p  —  -2  )./•-!-  (yf,  COS(/)  —  4)X  -H.  .  ., 

le  second  membre  étant  continué  jusqu'au  terme  en  cos:r  ou  au 
terme  constant.  Ordonnons  le  résultat  obtenu  par  rapport  aux  diffé- 
rents cosinus,  nous  obtenons  une  série  trigonométrique  de  cosinus, 
le  coefficient  de  cos/>j"  étant 
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Ce  résultai  est  dû  à  lùiler;  |)()ur  transformer  lexpression  de  'j.p 
nous  reniarquerons  que  ridenlilé  indiquée  entraîne 


1         cfis'/./'  co'^p.r  cl.r  =  o 


T.  ''  ~^' 


la  première  forme  eonvient  au  ea?  où  y  rsl  plu^  petit  (|uc  p  v[  au 
cas  où  q — />  est  luipair.  la  seconde  forme  con\ient  aux  autres 
cas.  De  là  résulte  que  Ton  a 

a,^  =  --  ^   A,/    /        cos'/:r  cosyj.r  </,/•  =  -    /       J'{  x )  ci<>/>.r  dx, 

|)()ur\u  que  la  série  7  A^,  eus/' r  sdil  con\er>;cnte  dans  (0,2  —  ). 
a,i  sobtieiil  par  un  procc'dé  analogue. 

19.  Si'ries  de  hourier.  —  Les  méthodes  du  numéi'o  précédent 
ne  s  a|)|)liquent  cpie  dans  des  cas  très  particuliers:  dans  les  cas 
où  les  méthodes  du  n"  17  s  appliquent,  cfllr^  du  n"  l()  s  aj)- 
|)liquent  aussi.  C'est  donc  ce  n"  16  qui  uou^  f(uirnit  le  résultat  le 
plus  général,  mais  il  ne  répond  ee|)endaut  pas  à  la  question  que 
nous  nous  étions  posée  :  quelles  sont  les  séries  Lrigonométriques 
propres  à  la  représentation  cV une  fonction  donnée.  îNous  revien- 
drons sur  ce  problème  au  Chapitre  ^  ;  les  Chapitres  11,  111  et  IV 
serf)nt  consacrés  à  I  étude  des  séries  trigonométriques  remar- 
quables dont  les  coefficients  sont  donnés  par  les  formides  d'Euler 
et  de  Founer,  séries  auxcpiellcs.  sunant  I  habitude,  nous  donne- 
rons le  nom  de  séries  de  Fourier. 

Pour  éviter  toute  confusion,   il    impoilr  de  bien  >e  lappider  le 

sens   qu  on   est   crunenu    de   donner    au    signe     /     (  n"    10).     l'ouï 

qu  une  fonction  admette  une  S(''rie  de  Fourier,  il  faut  <'t  il  suffit 
quelle  soit  sommable,  auquel  cas  _/' et  \f\  ont  une  intégrale.  La 

fonction  -  sin  - ,  par  exem|)le,    na   |)as  de  série  de  Fourier,   bien 

qu'avec  la  définition  ordinaire  de  l'intégrale,  définition  que  nous 
n'avons  [)as  adoptée,  elle  ait  une  intégrale.  Les  séries  qu'on  obtien- 
drait  en   donnant   aux    intégrales   qui    figurent    dans   les   formules 
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d' bailler  cl  l'Oiinrc  un  ;nil  rc  >cii>  (|iii'  relui  (|iii  ;i  l'Lf''  luloplé  ici,  je  les 
<l(''si<;ue  |);ir  le  iiniii  de  séries  de  h  (Ht  lier  ménéifi  lis('(^s.  Je  ne  m'en 
occuperai  |);i>;  non  |iii>  piiicc  (|nc  cc^  s('tm's  soril  moins  inléres- 
Siiiilcs  (|nr  les  ani  i('>.  ni;ii>  j);ii'cc  (|  uc  y  iiiiiiiMis  presiiiie  rien  ii  eu 
(lire  (  '  )• 

.rexpniiH'iiii  lit  coric>|)ondance  eiiLre  une  loncLion  et  sa  .->éne  de 
Koiiner  pai-  la   noial  ion 

/■(  r)  r^  -  a,|  -f-  (  a  1  cfis .r  -h  hi  si ii  .-/•  )  -f-  (  a.,  oos  jt x  4-  />■>  si n  -^ .r  )  -i- .  .  . , 

cm  |)iii  n  Ici'    a    M.    Iliiiwilz    cl    (|ii  on    [iciil    ('iioncer  :    /"(•'/-■)  '<*    pour 

série  (le  h'oii ne r  la  série  -  c/„  +  ((^/,  cos.r  H-  />,  sin.r)  +.  .  .. 

Hien.  dans  ce  (nii  précède,  ne  nous  perinel  daflirnier  (pie  le 
siyne  r^  peni  élre  remplacé  par  le  sii^ne  =  pour  tontes  les  fonc- 
tions (pu  ont  une  série  de  Koiirier  (-):  nous  reclierclierons  dans 
les  Cliapiires  II  e|  III  de^  coiidilions  sons  les(pielles  la  S(';rie  de 
Fourier  d  une  tonction  /  e>l  converi;ent(!  et  représente  f.  On  a 
parfois  |)i(''len(lii  prouser  la  coiix  eri;eiice  des  séries  de  Fourier  par 
(les  ari;uments  physiques  :  par  e\ein|)le,  on  a  dit:  une  fonction /"(jt) 
de  période  ■>,—  et  continue  peut  (Ure  considérée  comme  définissant 
la  position  au  leiiijjs  x  de  I  extr(''iiiilé  d  une  lame  xihrante.  Cette 
lame  rend  un  son  qu'on  peut  décomposer  en  sons  simples  (un  son 
fondamental  et  ses  liarni(Uii(|ue>  i  ([iii  correspondent  à  des  nuju- 
vemeuts  |)our  UxjiieU  /\-^')  seraient  remplac(''s  par  des  fonctions 

(')    \   l'occasjiit)   (iii    sens   à   (iomicf   ioi    si^ne     /     dans   Ic-i    foriiuili-s   irEulcr   et 

t'Oiirier,  la  iiolidii  île  rinli-i;rale  a  tné  précisée  [)ai'  Clairaiil,  l*'<iuriei-,  Diiiclilel, 
Hiemaini. 

(-)  Gela  a  été  cepeii(taiiL  admis  parfois  l'ar  exemple,  bien  qu'il  parle  à  certains 
endroits  de  la  nécessité  de  démontrer  la  convergence  des  séries  trigoiiométriques 
qu'il  forme,  Fourier  semble  adnieltre  que  toute  fonction  qui  a  une  série  de  Fourier 
peut  être  représentée  par  cette  série.  Asant  lui,  Clairaut  écrivait  au  sujet  de  la 
métliodc  de  déterminal  ion  des  coeflicients  indiquée  au  n"  17  :  »  LU  av.mlage  de 
la  i'orinulc  [irécédenle.  c'est  l'universalité  de  la  construction  qu'elle  donne  ;  elle 
e>l  telle  qu'on  peut  I  appliquer  à  des  fonctions  de  t  beaucoup  plus  compliquées 
que  celles  que  l'on  a  traitées  jusqu'à  présent.  Dans  les  cas  où  la  loi  de  la  fonc- 
tion ne  sera  pas  même  donnée  algébriquement,  dans  ceux  où  la  courbe  qui 
l'exprime  ne  seroil  donnée  que  par  plusieurs  pi^ints,  notre  manière  de  lésoudre  la 
série  s'appliqueroit  avec  autant  de  facilité.  » 
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de  la  forme  Op  co'r,p(.r  —  Hp).  Donc  /{s;)  est  une  soiniiie  de  telles 
fonctions. 

11  est  évident  que  cet  argument  ne  peut  rem|)lacer  une  démon- 
stration mathémati(|ue.  D'ailleurs,  et  cela  intirine  tout  essai  de  ce 
genre,  il  existe  des  Ibnctions  continues  non  développables  en 
série  trigonométrique  :  cela  résultera  des  Chapitres  \\  cl  \   (  '  ). 


(')  Dans  un  Mémoire  de  M.  Boussinesq  {Journal  de  Liouville,  iSSi)  on  trou- 
vera d'autres  arguments  en  faveur  de  la  convergence  des  séries  de  Fourier. 
Je  signale  la  méthode  employée  au  paragraphe  I  de  ce  travail;  quand  on  la 
développe  rigoureusement  comme  l'a  fait  M.  P.  !»laek.el  {i\oui>elles  Annales  de 
Mathématiques,  1902),  cette  méthode,  (ju'on  peut  rattacher  à  un  théorème  de 
l^iemann  Yvoir  Lebesgue,  Sur  les  séries  trigonoinétriques  {Annales  de  l'École 
normale,  igo3)],  est  susceptible  de  conduire  à  une  démonstration  de  la  conver- 
gence des  séries  de  Kourier,  valable  dans  des  cas  étendus  et  qui  est  la  plus 
simple  et  la  plus  intuitive  (jue  je  coimaisse. 
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TIIÉOHII-:  ÉLÉ.MEMAIHE  DES  SÉHIKS   DE  FOLHIEH. 


1.     S()MMAT10>     OK     SÉUIES    TU  If;01V0M  F.TP.  I OLES. 

;20.  (  îi'iicraUU's.  —  Lor-^ipi  nue  série  lrii;()ii()im''ti'i(|ii(' c^l  donnée 
par  la  Im  de  ses  coellicienls.  on  ne  sait  |)as.  en  iiént'-ral.  reeon- 
naîlre  si  elle  est  eonvergente  et  eneore  moins  ealeidei-  sa  somme. 
Mais,  lois(|ue  la  loi  des  eoeflieienls  est  très  simple,  ce  (pu  arrive 
fréquemment  dans  les  a|)])liealions.  on  peut  |)artois  ealciiler  la 
somme  de  la  série  à  I  aide  d  arlifiees  cpi  il  est  bon  de  connaître  et 
([ui  ont  permis  de  sommer  hien  des  séries  Irigonomélriques  avant 
les  recherelies  iiénérales  sur  les  séi'ies  de  Fourier.  (^es  artifices 
manquent  de  rigueur;  il  serait  sou\ent  facile  de  compléter  les 
raisonnements,  mais  cela  est  tout  à  fait  inutile,  car.  lorsque  ces 
artifices  nous  ont  fait  prévoir  que  la  série  trigonométrique  donnée 
représente  probablement  telle  fonction  /"(.r),  nous  pouvons  vérifier 
que  cette  série  est  la  série  de  Fourier  de/ (\z'  i  et.  par  conséquent, 
nous  pouvons  applitpicr  les  caractères  de  convergence  qui  seront 
donnés  plus  loin. 

!2I.  Procédé  d'Euler  et  de  Lagrange.  —  .le  prends  comme 
exemple  la  série  (^C  ) 

, nx  1,1. 

î  > 

Cette  série  est  la  partie  réelle  de  la  série  (  Z) 

L.  a 
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quiind  ou  v  l'ait    z  =  e''':  alors  la  parlic  iiiia^iuiire  <le  (  Z)  est  (S) 

I      .  !.. 

(S)  SI  11. 7-  —  -  SI  11  )  .r  ^-  -  SU)  )./■... . 

0  ) 

Or  on  reconnaîl  la  série  fZ);  cest  celle  qui  représente  la  déter- 
mination de  arc  tan^;,  liolomorpiie  dans  le  cercle  |  .^  1  <C  i ,  qui  est 
nulle  pour  r  =^  o. 

Si  Ion  ne  se  rappelait  pas  ce  que  représente  (Z).  il  suffirai  I  de 
dériver  la  série  (Zi  pour  retrouver  sa  \aleur  : 


arc  tiiiiijc 


r'     dz      _   I     r'     (/:■  I     r'     dz       _       i  ^,    i^iz 

I       1  —  c-         -j.  J ^      1  —  c  /        •',  .  '^     I  —  z  i  i   ^  i  —  i  z 


■il  ^    I  — 


,.o     / 


en  désignant,  siiixant  I  lialnliidc.  par  |  a|  et  ari;  a  le  module  et  1  ar- 
^iument   de    y..    Couime    il    -a^il    de    la   détermination  holomornlie 

o  '  I 

dans  le  cercle  j  :;  I  <C  1 .  ou  duit  prendre  /»•  =  o.  l'oiir  z^e'-'\  on  a 


i  ^  !  z         .      ros.7- 
1  —  I  z  I  —  >iii./ 


arc  laiii;  :; 


I  —  taii"  - 


1  —  taiii;  - 


/  I  u  1 1  : 


y    ta  II 


^Jh 


dans    cette    formule   ou   doit    prendre    - — ;    ou    —  -   sunant   que 

I  4 

lani;  ( )  est  positive  ou  nei;ali\e. 

En    définitive,    nous    li()u\()U>    (pie   (C)    re[)i'ésente    —  ^    dans 

-  -,   -1-  -  )  et  — -7  dans  (   -•  — ^  )  ;   pour  ./•  ^  lii  -  i  Ci  a  évideni- 

■>  -i.  '  I  'i.       ■>    '     '  ■>.    -     ■ 

ment    une   somme  nulle.   ()uant  à   (S),   sa  somme   peut   toujours 
s'écrire 

-y  tan"M  -   ^  -    : 


pour  .r  ^  riz  -  la  série  est  divergente. 

Cette  méthode  est  celle  que  Ion  emploie  le  jjlus  souvent  dans  la 
pratique;  elle  s'applique  à  toutes  les  séries  trigonomélriques  qui 
correspondent    aux    séries    entières    que    Ton    sait    sommer,    par 
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exemple  ;i  (•elle>  (iii  oii  dcdnil  jcir  de-,  dc-nsalioiis,  de>  inléi;iaLiuUi 
on  des  cliaiiijeiiK'uls  de  \  .iiiahles,  de>  progressions  ^éoiiiélii<|ues, 
des  séries  exponeiilielles,  des  sith^s  livper^éoinélrujues. 

Lagraiii^e,  tpii,  av(!e  Eiil(;i',  la  eiiiployi-  liiii  des  premiers,  jjré- 
seiile  «M'I  II'  iiK'l  liodc  aiiliemenl  (  '  ). 

l*our  sommer  la  ><'iie(^C).  I.a^raui^c   v  eùl   remplacé  eos//./"  par 

>    il    aiiiail   ("lé  ainsi  eonduil  à  ealcuh-r   la   ilemi-somme 

•1 

des  valeurs  de  i  Z,  ),  pour  r  =  e~'-' . 

(hie  Ton  donne  à  la  mt'-lliode  lune  ou  laulrc  lorme.  (die  n  est 
rigoureuse  (pie  >i  I  on  a  ('ludu''.  pour  ;  |  ^  i,  la  S(''i'ie  (|ui  j(jue  le 
nMe  de  {'^)-  <  )n  n(''tudie  i;uere  dans  les  Cours  la  S(''rie  (  Z)  que 
pour  I  r:  I  <<  I  :  au>>i  noire  méthode  de  sommation  appliquée  à  (C) 
et  (S)  n Csl  pas  eiilK'remcnl  h'-^il iim-e.  Dans  ec  cas  paiiieiiliei- 
elle  eonduil  à  un  résultai  exaet;  mais,  (ians  d  autres  cas,  elle  peut 
conduire  à  des  résultats  incorrects;  c  est  ainsi  que  Lagranye  écri- 
vait l'égalité 

I 

o  = i-  C(>s:r  -H  cos'^a"  -h.  . . , 

■j. 

idors  (pie  la  série  du  .-.ccond  menihre  est  di\  ergente,  C(jmme  on  le 
volt  en  ealciilanl  la  somme  de  ses  //  premiers  termes  [-). 

^'â.  Pi-océdé  (le  Fouricr.  —  (hiand  on  a  sommé  une  série 
trigonométrupie,  on  en  (h'-duil  j)ar  des  intégrations  et  des  dériva- 
tions de  noiixcllo  séries  qu On  sait  sommer.  Je  n  insiste  |)as  sur 
ce  |)roc(''(l('' :  il  mampie  de  rigueur  parce  qu'une  série  trigonomé- 
trupie  n  est  |)as.  en  g(''néral,  dérnahie  terme  à  lerme  (  n"  oi  ). 

Pour  le  cas  (le  (C)  h'ourier  a  em|)l()vé  un  |)roc(''d(''  inh'ressant, 
^piOii  peiil  utiliser  dans  d  autres  (^as. 

Soit  S„,  la  somme  des  ni  premiers  termes  ( ///  impair),  on  a 


rfS, 


sni./'  -r-  siii  )3'  —  MU  ')X  -t-.  .  .-1-  i,\\\{im  —  i  )./■ 


(')  Voir  -1)11  premier  Mémoire  :  Sur  la  nature  el  la  propagation  du  son 
(  Œuvres,  t.  1,  p.   loçj  ). 

(■-)  Il  fauL  remarquer  que,  si  lu  uiétliode  peut  Cuuduire  à  attribuer  une  âoairiie 
à  une  série  divergente,  elle  ne  peut  jamais  conduire  ;t  aitri!)uer  une  somnie 
inexacte  à  une  série  convergente:  cela  résulte  d'un  tliér)réme  d'Abri  qui  est  rap- 
pelé un  peu  plus  loin  (  n"  "25):  voir  aussi  (  n"  31). 
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(I   OÙ 


S,„  =  -    /       (l:. 


X. 

■r-X 


Intégrons  [)Iii<ieiirs  fuis  de  suite  par  parties  en  eonsidérant 
sin2/?<or  (V.r  ou  COS2 ///,/•  f/.r  comme  une  dérivée:  nous  rencontre- 
rons des  dil'iicuités  provenant  de  ce  que  cos^  sannule.  nous  ne 
nous  en  |)réoccuperons  pas  et  nous  trou\er(uis  ([ue  2  S,,,  égale  une 
constante  plus  la  sonnne  des  premiers  termes  de  la  série 

I  ,1  .  ,  1 

CHS  2  //?  X  sec  X  -, SI  11  •),  m  ,/■  >ec  ./• cos  ■>  /«  ^  sec  .r  -:-... , 

lin  1- m-  ■>•'///* 

OÙ  les  accents  indiquent  des  dérivées,  plus  une  intégrale  complé- 
mentaire. Fourier  admet  que  cette  intégrale  complémentaire  tend 
\ers  zéro,  quand  on  prend  de  j)lu*  fii  plus  de  termes:  il  admet 
donc  t[U(' la  série  précédente  reprcsenle  S,„.  (  )r.  (piand  on  v  fait 
m  =^  X.  elle  se  réduit  à  une  constante,  la  somme  de  i  Ci  est  donc 
indépendante  de  .r. 

Les  \aleurs   exceptionnelles    r  ^  ix:  -sont   évidentes:    il    sufiit 

2 

alors  de  \oir  à  quoi  se  réduit  la  série  pour  .^-  ^  o  ou  t:  pour  en 
conclure  que  (  C  )  éi;ale  —  -,  dans  (—-■.-)  et  —  7  dans  (  — ,  3  -  )  • 

La  méthode  de  Fourier  est  sujette  à  luen  des  objections,  et  il 
ne  serait  peut-être  pas  très  difficile  d  imaginer  des  exemples  où 
elle  conduirait  à  c'crire  une  égalité  inexacte,  mais  il  ne  laut  pas 
oublier  <pie.  comme  la  mctbode  précédente,  elle  a  permis,  avant 
les  recherches  générales  sur  les  séries  de  Fourier.  de  sommer  les 
séries  Irigonomélriques  les  plus  simples,  celles  c|ui  sont  au- 
jourd  liui  encore  les  plus  importantes  pratiquement.  La  série  (  C) 
a  été  sommée  pour  la  première  fois  par  Fourier. 

On  trouvera  d  autres  sommations  intéressantes  dans  le  Mémoire 
dAbel  Suf  la  série  du  binôme  ^^Journai  de  Crelle,  t.  1  1. 


11.   —   Etude   élément  \ike   de   la   cojn  veiigeisce. 
!23.    t^rincipr  de  la  méthode.  —  Pour  que  les  séries  de  Fourier 
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pnissonl  ser\ir;"i  lu  rcprésonUition  dfs  lonrlioiis  <(nil  iniies.  il  tiiiil 
(Mif,  une  sitic  triiionoiiK'ti'Kjiic  (''Luit  (ioiiiu'c.  il  v  ;iil  loiil  ;iu  plii-i 
uitr  fonction  conlinue  admcUaul  ceth;  séiic  pour  si'-ric  de  Fonriei'. 

il  esL  hien  riair,  t-n  elleL,  que,  si  deux  fondions  conliniies  dillV-- 
rentf.'S  avaient  la  nu'ine  série  de  l'ouner,  elles  ne  |)oiirraieul  être 
toutes  deux  égales  à  la  somme  de  ((îlte  scM-ie.  et  cela  rpiel  ijue 
soil  le  procédé  empiovc'-  pour  atlaeliei-  une  somme  unique  à  la 
série,  que  ce  soil  le  pr(»c(''dt''  ordinaire  ou  loul  autre  |)rocédé  de 
sommation.  Nous  nous  assurerons  tout  <l  ahoid  (|ii  une  fonction 
continue  est  di'terminée  |)ar  sa  série  de  Fourier. 

(iCci  fait,  il  nous  siilliia  d(;  rccdierclier  à  (pioi  Ton  peut  recon- 
naître ipi  une  s(''ne  lii^onouM'liique,  donm'c  |)ai'  la  -^iiite  de  ses 
coefficients,  est  iinilorniémenl  convergente,  et  dans  (piels  cas  les 
conditions  ainsi  obtenues  sont  remplies  par  la  s(''rie  de  Foiiriei- 
de  /.  Lorsqu'on  se  trouve  dans  I  un  de  ces  cas.  la  fonction  con- 
tinue /"est  repr(''sental)le  par  sa  série  de  h'ourier:  nous  saxons,  en 
effet.  <pi  une  sc'-rie  trigonoinélnqiie  unitormément  coinergente  est 
la  série  de  Fourier  de  la  fonction  continue  quelle  a  |)Our  somme, 
cetl<;  somme  ne  pourra  être  dillerente  de  /'. 

■^i.  Détermination  'l'une  fonction  par  sa  série  de  Fourier. 
—  S  il  existait  (f(;ux  fonctions  continues  différentes  avant  la 
même  série  de  Fourier.  leur  différence  serait  une  fonction  con- 
tinue non  partout  nulle  et  dont  la  série  de  Fourier  serait  iden- 
tiquement nulle;  il  faut  démontrer  que  ces  conditions  sont  incom- 
))atildes.  l'^nd  autres  termes:  il  faut  proiiNcr  (pi  il  v  a  contradiclion 
à  admettre  à  la  lois  cpie  /(./)  est  une  tonciion  continue  non  partout 

nulle,    et    que  lintégrale     /       /{ .r) 'S{.r)  ci.r  r>[   nulle  (piand   '^(.jc) 

'  1) 
égale  co>/>J.:  ou  sin/>./-.  quel  que  soil  rentier/',  positif  ou  nul. 

De  la  première  hypothèse  il  résulte  (pie,  dans  i  o.  2— \  on  peut 
trouver  un  inter\alle  (  rt,  />)  dans  lequel]  /"l  surpasse  un  nombre  m 
non  nul.  \ous  supposerons  que  /' est  positi\  e  dans  («'z,  />),  cequ  on 
r(''aliserait  au  besoin  en  changeant  /  en  — /.  De  la  seconde  hypo- 
thèse il  résulte  que  l'intégrale  considérée  serait  aussi  nulle  si  l'on 
y  remplaçait  '^l  r)  par  une  suite  finie  de  Fourier  (  '  )  ou  encore,  ce 


(')  C"esl-à-Jire  une  séfie  Irisj'Jiiométrique  limiu'-e. 
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(|iii  revient  ati  inrme.  par-  un  ijolviiome  ([U(lconf|ue  en  cos.r.   Pre- 
nons 

/  a  -r  h  \  a  —  b 


'i  =  I  -I-  COS  I  X '- — -        —  cos 


<l  est  supérieure  à  i  diiiis  (a.  h\\  dans  (  o,  a)  et  ( />,  a~),  | -i;  |  est 
inférieure  a  i.  <^)uan(l  on  fail  aui;inenler  indéliniinenl  Tenller  n, 
'i  croît  indéfîniinenl  dans  tout  intei\alle  (a,  j)  complèlenient 
intérieur  à  (V/,  6),  et.  (-oinme  dans  (r/.  h)  /"surpasse  //?,   la  eontrl- 

hulion  de  I  inter\alle  {(i.  h)  dans  I  inU-i^rale     /        fz^dx  augmente 

indéliniinent.  \ii  contraire,  la  contriltutioii  de  (  o,  a)  et  ( />,  2  —  ) 
dans  la  même  intéj;rale  est  toujours,  en  valeur  absolue,  inférieure 
à  (i" — />H-c/)M,    si   le  module    de    /'  ne    sur|)asse   jamais    ^f  :    il 

est    donc    iin|)()S-<iljle  (pie     /       /-^(Lr    soil    nulle    ipicl    (pic  soit  n. 

Deux  fonctions  cotitinitcs  d iffcD^n  1rs  tint  ries  sérirs  de  FoiinCr 
différentes. 

Kn  poursuixant  le  raisonnement,  on  \errait  (pie  deux  (onctions 
ne  peu\ent  axoir  la  même  série  de  Pourier  que  si  elles  diOèrent 
seulement  aux  points  d  un  ensemijle  de  mesure  nulle;  il  est  d'ail- 
leurs évident  (pie,  dans  ce  cas,  les  deux  fonctions  ont  ellective- 
ment  la  même  série  de  Kourier.  Cette  ^généralisation  sera  obtenue 
incidemment  |)lus  lard,  mais  on  peut  ol)ser\er  ([ue  ce  (pii  |»récède 
suffit  pour  démontrer  ([ue  deux  fonctions,  n'ayant  qu'un  nombre 
fini  de  points  de  discontinuité  et  qui  ont  la  même  série  de  h^ju- 
rier,  ne  diflèient  cpien  certains  de  leurs    points  de  disconiinuité. 

•^o.  iransforniation  d\4bel.  Théorème  de  la  moyenne.  — 
Le  terme  général  dune  série  lrigf)nométrique  de  sinus  ou  de 
cosinus  se  présente  sous  la  forme  d'un  |»r(^(luit  de  deux  facteurs. 
Il  en  est  de  même,  pour  le  terme  ^(''néral  (riinc  série  entière  et  de 
bien  d'autres  séries;  aussi  est-il  utile  d'avoir  des  renseignements 
généraux  sur  les  séries  de  la  forme 


//„  l'i)  -4-  i''i  t'i  -^  «2  C2  ^  ■ 


On  peut,    é\  idciiiiucut,    affirmer   la   con\crgcnce   absolue  d'une 
telle    série    quand,    la    série   ï;/,   étant    absolument    convergente. 
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U\-  csl  Ixiini'c.  (•'(•sl-à-tllic  (|iiaii(l  |  r,  |  <^sl.  '|iitl  (|iie  soil  i,  ialé- 
rieiire  à  un  nombre  lixe  N. 

S'il  s  aii;ll  dune  série  à  termes  \anal)lr'>.  <»n  [xiurra  af  limier  la 
convergence  ahsolue  el  unilornie  (|iian(i|i/|  sera  iiniloruH-nient 
l>ornée,  ce  (|iii  \eiil  dire  (iiie  \  iloil  être  ind(;|)endanl  de  i  et  des 
\arial)les.  si.  de  plu»,  la  st'ric  "^["i  e>l  uinforinénient  conver- 
gente: ou  hien  (|n.iiid  r,  leud  uudoriuc'uienl  \ers  zvr  )  |)our 
/croissant  ind<''liiiiiiicul.  cl  (|ue.  de  plus,  i^|'//|  est  convergente,  sa 
somme  ('■laul  uiiiloruit'UKMil  horni'c  (je  dirais  siuipleuient  ^|w/i 
«'St  undoiiMiiucut  l)in-née  ). 

V  ces  cas  de  con\  «'rgence  ('N  idents  on  peut  en  .ipuiter  d  autres 
oltteiius  par  Icniplni  dune  transformation  (pu  semble  avoir  été 
utilisée  tout  d  ahord  par  lùiler.  el  dont  I  iuipiu'lance  a  «Hé  bien 
mi-;e  en  éxidenee  |)ar  Vlxd.  d  où  le  noui  de  transformation 
d'   \hel  (|u  i»n  lui  donne  gé'nt'-ralemenl.  l'osons 

-I,  —  f(i  —  t'i  — . . .  --v,„         ui  =  u,^\  —  \u,  : 

on  a  I  identité  i'\  ident<' 

(pu  Iranstoiine  une  siunme  de  n  —  i  produits  en  une  somme  ana- 
logue. Si  I  on  faisait  jouer  au\  -rie  rôle  tics  c.  aux  \ii  le  rôle  des  i(\ 
et,  si  I  on  rangeait  en  ordre  inverse  les  termes  du  second  membre, 
la  transformation  d"\l)el.  (|ui  vient  d  être  indiquée,  permettrait  de 
repasser  du  second  iiu-mbre  au  premiei". 

Si     //;T/   tend    vers    zéro    avec    ->    la    st'rie    [)ropos<''e    ï//,c,    sera 

consergente  en  même  temps  que  la  série  ]!lA//,t/.  (pie  lui  fait  cor- 
respondre la  transformation  d  \l)el:  si  UiZi  tend  uniformément 
vers  zt'-ro,  de  la  convergence  uniforme  de  I  une  on  pourra  conclure 
à  la  convergence  de  1  autre.  Imi  applnpianl  à  ÏA/z/t/  les  condi- 
tions de  eiuivergence  déjà  lrou\<''es  on  a  |)our  -///C/  de  nomeaux 
cas  de  convergence  que  j'énonce  : 

La  série  ^/(H'i  est  convergente  si  t,//,  tend  vers  zéro,  si  jt-v]  est 
Ixuiu'e  et  SI,  lie  plu>.   1"  A//,  est  abscdument  C(»n\ergente. 

La  série  }C///C/esl  uniformément  convergente  si  7/  tend  unif(»r- 
mément  vers  zéro,  si  S|A/^,|  est  uniformément  bornt't^  ainsi  que 
\i'i\'-   *JL'   encore  si    j  7^  j   est    uniformément   bornée,   si    IjA/z/j   est 
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uniformément  convergente  et  si.  de  plus.  7////  len*]  iinîformt'-nient 
vers  zéro. 

I^a  transl'oriiKition  d"  Vbel  peut  être  appliquée  de  bien  des  ma- 
nières: d  abord  ou  |)eut  faire  jouer  aux  //  le  vMe  des  i'  et  in\erse- 

I  '■/ 

ment   et    |)iiis  on    |)eut   remplacer  //,   par  y.,//,  et  v,  par  —,  a,  étant 

une  fonction  de  /  convenablement  cboisie;  dans  la  pratique  il  y 
a  souvent  avantage  à  ])rendre  y./ =  [ —  i  )'.  D'autres  fois  il  est  légi- 
time et  avantageux  d  a|qjliquer  la  transforuiation  d  Abel  plusieurs 
fois  de  suite,  ce  qui  conduit  à  des  condilions  de  conxergence  où 
interviennent  les  différences  d'ordre  supérieur  des  nombres  ///. 

\  oici  rajjplication  la  plus  connue  de  la  transformation  d'Abel. 
Supposons  (pie.  dans  certaines  circonstances  (|u"il  est  inutile  de 
préciser,  les  w/  bornés  tendent  tous  \  ers  i  et  supposons  que  les  c, 
soient  constants  et  forment  une  série  convergente  de  somme  7: 
demandons-nous  dans  quelles  condilions  ï^//c,  est  uniformément 
convergente,  auquel  cas  -///c,  tend  \ers  t  =  -^'i- 

D'abord,  (piand  ^|  /// 1  est  uniformément  bornée;  ensuite,  comme 

dans  le  cas  oii  a,  tend  \  ers  zéro  a\ec  -  et  où  l'A//,l  est  uniformé- 
ment  bornée,  on  peut  écrire 

C|uand  ces  condItlon^  sont  réalisées,    la  coii\ergfnce  est  unilbrine. 

En  faisant  c/=<7,.r',  et  //,=  (  —  )  on  a  la  démonstration  clas- 
sique du  lliéorème  d  Al»el  sur  les  séries  entiéro  <|u  on  \a  bientôt 
utiliser  in"  31  ).  Le  théorème  général  sera  utilisé  au  n"  08. 

\  oici    une    autre    conséquence    de    \:t     liaiisformation    d'Abel. 

Supposons   les   nombres   //„.   //, //„   positifs    et  décroissants, 

noti'e  identité  fondamentale  montre  (pic  la  >uniiiie 


est  coin|)risc  entre   les  deux    produits   obtenus   en  iiiulti|)liant   le 
plus  grand  et  le  |)lus   |)etit  des  nombre^;  t„.  7, 7„   par 

./> 
Considérons   alors   une   intégrale   de   la    forme     /     uv  r/x,    dans 


TIIKOIUK    KLK.MKNTAinK    DKS    .SKKIKS    DK     l-Ol  UIKR.  il 

laquelle  ii  esl  une  loneliDn  positnc  déeroissante  (');  divisons 
[a.  b)  en  /?  4- i  sei;ni(!nls  égaux,  de  longueur  h.  Soient  Wo^'o' 
w,i',,  (f-2^2'  ■■■  ''"^  valeurs  de  la  fonction  à  intégrer  pour  les  ori- 
gines des  segments;  // S„  sera  une  saicur  apprueliée  de  Tinlé- 
grale  à  ealcnlei-.  Cette  valeur  ap[)i<)eli(''c  est  conipiise  entre  le  plus 
petit   et    le    pins    grand    des   nombres  //hAt/:    eonime  At,  est  une 

. ,(  -+-  il,  .  : 

valeur  approeliée  (le     /  e  r/.r  el  que     /     r  c/x"  est  lonetion  eon- 

*  fi  *  Il 

tinue  de  ;.  nous  eoneliinns  (|iie  Ion  a 


I      uv  rlx  =  nia  )    i     c  d.i 
•Il  '^'1 


^  étant  eompris  entre  /i  et  A. 

•  Cette  égalitc'  est  connue  sous  le  nom  de  second  lliéorènie  de 
la  moyenne  :  elle  esl  due  à  Ossian  Bonnet  (pu  l'a  donnée  dans  son 
Mémoire  Sur  les  séries  t rinononiétriifites  (  l/é/noires  des  Sfivants 
élran<iers  pid)lu''s  par  1  Académie  dt'  Belgique,  t.  XXIIl  ).  Weier- 
strass  a  indirpié  un  autre  énoncé  qui,  grâce  surtout  aux  recherches 
de  P.  du  Bois-Hevmond.  de  MM.  iJini  et  .lordau.  est  maintenant 
l'un  des  plus  généraux  cpie  1  on  connaisse  concernant  les  (onctions 
inlégrables  au  sens  de  Biemann.  Ce  théorème  a  servi  de  hase  à 
plusieurs  des  reclierehes  sur  les  séries  de  Fourier;  comme  je  ne 
m'en  ser'\irai  pas  dans  la  suite  je  ne  m  v  arrêterai  pas  davantage 
et,  pour  ce  (pii  le  concerne,  je  ren\  errai  le  lecteur  au  second 
Volume  <lu  (Ours  dA  nfilyse  de  M.  Jordan. 

Du    second    tln'orème    de    la    movenue    nous    n  iitili>erons     que 
cette  conséquence  :  on  a 


^  et 


uv  (Ix 


SU\^ 


U   étant   le    maximum    de    \u\    dans   (/•/.  b)   et    V'    le  maximum  de 

I  r^ 

j     i- f/.r  '  (|u;in(l    y.  et    j   \ari(Mit   entre  a  et  b.   -Sous   cette   lorme 


(')  Je  lie  iii'uccupe  ici  que  (tune  intéi;rale  au  sens  de  l^ieiiiuiui. 
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notre  théorème  suppose  seulement  //  monotdne  (n"  3)  et  fie  siyne 
constant. 

26.  Conf/ition  de  convergence  cF une  sérif  trigonoini'-trifjtie . 
—  (jne  série  lri>;(»nométrif|ue  peut  toujours  être  considérée  comme 
la  s(unme  de  deux  séries  dont  l'une  ne  contient  que  des  cosinus  et 
1  autre  que  des  sinus:  étudions  séparément  ces  deux  séries. 

Soit  donc  la  série 

<ï,i  -T-  «  I  cos  :f  -i-  n.2  cos  -xx  -!-  .  .  .  ; 

elle  est  évidemment  uniformi'menl  convergente  quand  la  série 
Yidi  est  absolument  convergente.  C,v  cas  de  C()nveri;encc  se  dé- 
duit   des    n'-sullals    précf'demment    obtenus    en     |)Osant     ai^u,\ 

c,i  =r  — 1     r,=  cosi.r    ('):     taisons     maiiilenant     la    transformation 

d    VIjcI  en  conser\aat  ces  notations,  alors  {voir  n"  17.  en  note) 

SIlK  il.  -h  i)  - 


I  7/|  est  unifornK'meul  bornée  dans  tout  inter\alle  ne  contenant 
aucune  \aleur  coni;i'iie  à  zéro.  Donc,  dans  un  tel  inler\alle.  /a 
série  considérée  est  iiniforménient  convergente  si  '^\ai — ^'i+\\ 

est  une  série  conver aente  et  si  «■/,  tena  vers  zéro  avec  -• 

i 

Cela  a  lieu  en  particulier  quand  les  a^  sont  tous  de  même  signe 

et  vont  constamment  en  décroissant  jusqu'à  Z(''ro. 

Prenons  maintenant  c^  ^  -,  c/ :=  ( —  ij'cosr/-,  nous  aurons 

CKSI  "2/  —  I  )  — 
I  .  .  X 

7/  = COS./'  -f-  coe •;>..?•-(-..  .T-  ' —  I  j'  costx  =  ( —  1  )'  , 


donc,    dans    loiil    intervalle    ne   cfintenant  aucune  \alciir  congrue 


(')    Bien  eiilciMlu  ii-i.  i(iiiiiiie  dans  le  niirneru  piécédeiil.  /est   un  cnliei-:  on  n'a 
pas   i^-r-  1  =  o. 


TlllfoHIK    KI.KMKMAIRi:    l>i;s    SKIMKS    1»K    lollUKK.  4^ 

à  Tt,  la  s(''rir  est  uinfoiinriueiU  cninernenlc  si  ^\ai+  a^^^\  est 

convfff^cnle  cl  si  a;  (ma  l'crs  z-rro  rucc  -• 

i 

(>ela  a  lieu,  en  parlieulier.  (|iian(l  les  f/i  sont  à  si<;nes  alternés  et 
([lie  I  r/,  I  (lécniît  eonslainmenl  jus(|u  à  zéro. 

I^es  valeurs  exeepliounelles  x  =  o,  r  =  -  (|i)i\enl  élre  exami- 
nées à  pari.  !it'niar(|U()ns  encore  (|uc  les  deux  proeéfh'S  qui  Nienncnl 
(I  être  ein|)lovés  pour  applicpier  la  Iransfoniialion  (T  \ljel  ne  sont 
pas  essentiellement  dillérenls:  on  [)asse  de  i  un  à  l'autre  en  clian- 
^eanl  :c  en  tz  -+-  x. 

Si  Ton  o|)èr(>  d  une  maiiirrc  arialoiiuc  pour  la  st'i'ie 

/vi  -in  ./•  -^  ù-<  si  ri  ■>./■  -r- .  .  . . 

on  li«)u\f  (pie  celte  séi-ie  est  undoruK'mcnt  C(Ui\  er;;enle.  dans  tout 
inlei-\alle  ne  conlcnanl   aucune   \alcnr  coni;ruc  à   y.rvo.  si   h/  tend 

\  ers  Z('-ro  a\ec  -   cl   si  -    />, —  A/j_i      csl   coinci^cnlc  :   elle  csl    uni- 

/.  .     . 

toinn-menl  con\eriienlc  dans  tout   niter\alle  ne  conlcnanl  aucune 

valeur  conurue  à  — .  si   A,  lend   \eis  Z(''i()a\ec  -  et    si    -  | />", -r- /^t+i  | 

est  con\eri;enle.   Ici    lOn   c>l    ioujours    assuré   de    la    con\er^ence 

pour  les  \alcurs  exceplioiiiiellc>  o. -.  mais  il  se  peut  (pie  la  conxer- 

genee  ne  soil  pas  uniforme  autour  de  ces  \aleurs:  nous  en  \errons 

un  exemple  d  ici  |)eu  (  n"  ""IH.  en  note  i. 

Pour  (pie  la  Iraiistormation  d    Vhcl  conduise  a  une  S(''rie  tic  forme 

simple,   il   e^l    iton.   (piand  un   lapplnpic  à   une  séi'ie  de  sinus,   de 

prendre  un  terme  c„  dillercnl  comme  forme  des  autres  termes  c/, 

ainsi   ([ue   nous   l'axions   déjà    fait    pour  les  séries  de  cosinus.   On 

1                                  1                         I  ./•  .     . 

pourra     prendre,     par    exem|ile.     c,)  = col-^    c/=siiu,r     ou 

r„=-tani;.r,  i'/^  ^ — i)'sini.z',  ce  qui  donnera  pour  t/  les  deux 


eus (  i  t  -f-  1  I  —  sni  (  J  £  ^-  I  j  — 

7,= -,       7,  =  (  —  .y '■ 

.     j:'  ■' 

2  .sni  —  '-  «os  - 

•2  V. 

Kn  prenant  ees  précautions,  la  transformation  d'Ahel  a|ipliquée 
à  une  série  de  sinus  ou  de  cosinus  conduit  à  une  nom  elle  série  de 
sinus  ou  de  cosinus  pour\u  qu'on  en  multiplie  clia(pie  terme  ))ar 
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2  sin-  ou  2  cos  -  •  Cela  permet  d'obtenir  de  non \  eaux  ras  de  coii- 

2  2' 

vergence. 

Partons,    |)ar  exemple,   de    la    série   Srz/eos/.r;    |)our\u   que  ai 

tende  vers  zéro,  nous  la  transformons  en  S(V//  — (7/_,.,)  sin(2 /-j- i)  - 

ou  en  ï( — I V  (r//+ (7/^,)cos(  2?  + 1)- •  Sans  nouvelle  hypothèse, 

nous  avons  le  droit  d'ajipliquer  encore  la  transformation  d'Abe!, 
et  l'on  voit  que  la  série   proposée  <'st    uniformément   convergente 

dans  tout  intervalle  ne  contenant  aucune  valeur  congrue  à  o,  -■> 
71,  —■!  SI  lune  des  séries 

est  absolument  convergente.  Laissons  de  côté  le  caractère  de 
con\ergence  relatif  à  (//, —  <^? /+;>).  les  autres  caractères  trouvés  font 
inteivenir,  comme  on  devait  s  y  attendre,  les  dill'érences  secondes 
de  l'une  des  deux  suites  c/^,  ^z,,  a-^,  ...  ;  a^^,  —  r/,,  a.2,  —  «3,  . . .. 
Le  caractère  général  de  convergence  que  l'on  obtient  est  donc  le 
suivant  :  /fi  sérir  -Oi  cosi.r  est  Jiniforinémejit  convergente 
dans    tout    intervalle    ne    contenait    aucune    valeur    congrue 

à  -^-^  {l>  entier)    si  ai   tend   vers   zéro  et  si   l'une  ou    faut/e 

des  deux  séries  SA"*^/,,  2i]A"[(  —  il'i'//]  est  uniforniénient  conver- 
gente. L  n  lliéoième  analogue  est  vrai  pour  les  séries  de  sinus. 

\jV  caractère  de  ("onvcrgence  fourni  j)ar  la  série  S(  r//-=- «/^;,), 
auf|ucl  les  piocédés  indiqués  conduisent  de  deux  manières  dillV-- 
renles,  n  est  pas  essentiellemenl  nouxeaii  ;  c  est  celui  (|ue  Ion 
obtient  en  appli([uant  le  théorème  sur  les  dilléiences  premières  à  la 
série  Srt/cosi.r  après  l'avoir  décoiu|)osée  en  deux  séries 

S a^j  cos  2  ix,     S «0/+ 1  cos ('li  -\-  i) x. 

Or  il  est  évident  que  cette  décomposition  et  les  décompositions 
analogues  conduisent  tou|oiirs  à  des  séries  auxquelles  on  peut 
a|)pliquer  ce  théorème,  parce  que  notre  raisonnement  supposait 
uni([ueinent  t,  Ijornée  et  que  cette  condition  est  remplie  si  Ton 
prend  C/  égale  à  cos(i/>  4-  //)■('  ou  à  siiK  ip  4-  //  ),r,  que  p  soit  égal 
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à  I  cl  II  à  (>.  coiiiiiH'  <l;iiis  le  cas  cxiiiiiiiic  |)rcc(';dcniiii(;iil.  ou  (jne 
cela  ne  soil  |»a>. 

Les  résultats  rclalif's  aux  dili'i  rciiccs  pi  cuiicrcs  s  a|)[)liqiiejil 
encore  si  ion  cliani;c   dans   leurs  énoncés  (t,i  en   fi„y.„  lorsque  la 

sei'ie    >  est   iiiiiioiMHiMfiil  coiixcr^ente,  |)arc('  (|ue.  <ti  pre- 

nanl    c/:^  — ^ ,    7,  est   (■\  id(  iinin-iil    ixinu'c.    Par    cxcni|tlc.    des 

rcsullals  iiiili(|ii(^s  il  rcsullc  (|uc  la  série    7  est  iiiiiioriiieiiiciil 

converi^entc.  sauf  aiitoui-  d<'>  \alcurs  c(jiii;rues  à  o,  donc  une  stM'ie 
de  cosinus  est  iindornuMiiml  convergente,  saut  autour  de  ces 
\aleurs,  si  na„  tend  \ers  zéro  et  si  ^[na„ — (  fi  —  i  io„_^,]  est 
une  série  absolument  convergente.  L  ne  telle  remarque  peut  être 
utile  |)arce  qu  elle  conduit  à  une  \  ('rilication  simple  de  la  eon\cr- 
gence  uniforme  de  certaines  séries,  mais  les  caractères  de  conver- 
gence que  1  on  obtient  ainsi  sont  en  général  plus  particuliers  encore 
(|ue  ceux  qne  j  ai  indiqués. 

"21 .  Ordre  de  grandeur  des  coefficients  d'une  série  de  Foa- 
rier.  —  Soit  /'une  fonction  à  variation  bornée  (  n"  i  ),  elle  est  la 
ddlérence  de  deux  fonctions  bornées  monotones  de  signe  con- 
stant 'il  et  ■z■^.  Comme  I  on  a 


cos/ix  dx 


^111  n  j  —  sin  /?  a  '       x 
Il  \~  Il 


Tinégalité   qu'on  a   déduit   du    ibéorème   de   la  moyenne   (  n"  î2o) 
donne,  en  appelant  M,  la  limite  siqiérieure  de    -^,  j, 


/  '^1   COS/i. 


dx  I  <  —  i\J  I 


La  même  inégalité  a  lieu  (juaiid  on  remplace  ciMnx  par  sin/^j:-; 
des  inégalités  analogues  sont  \  raies  pour  'Jo,  donc  aussi  pour 
y:^ '^,  —  cp^'-  de  là  il  résulte  que.  dans  les  conditions  indiquées, 
les  coefficients   du    a?"^^""'   terme  sont   inférieurs  en    \aleur  absolue 

à  -  1  A  ayant  été  con\  enableinent  choisi. 


!28.    Cas  de  convergence  des  séries  de  Fourier.  —  Considéron: 
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une  fonction  y  runtiniie  de  u  à  à-  et  ayant  une  dérivée  à  variation 
bornée.  .Vlors  l  intégration  |)ar  parties  ilonne 

«/;  =  -     /        f  cuy II X  dx  =^  ~  ——    I        f'i-\niixdx, 

I      ^  C'" f  ■       I     /(  —  <>)  —  /■(•>-  — o)      1    r'~ -P'        j 

De  la  série  de  Foiirier  de  /  sou>travons  la  série  S(^.r) 

o  ,              /"(^oi  —  /'( — o  I  vi  nIii /i  .r 
b(a-)z^- -^ >  . 

La  série  restante  R(X)  est  uniformément  conxerijente  partout, 
puisque  ses  coefficients  sont   de  I  ordre  de       •  La  série  soustraite 

'  ^  /L- 

est,  d  après  le  n"  ^6,  uniformément  converiiente.  sauf  autour  des 
\aleurs  congrues  à  zéro.  Donc  la  série  de  Fourier  de  /'  est  unifor- 
mément convergente  dans  tout  inter\alle  intérieur  à  (  o.  2  —  );  elle 
représente  donc  /  partout,  saut  |)eul-ètre  pour.^'^u.  En  ce  point, 
la  série  S  est  convergente  et  de  somme  zéro,  la  série  R  partout 
convergente  a  une  certaine  somme  K;  dailleurs,  puise]  ue.  j)our  x 
non  congru  à  zéro,  on  a 

_/■(  .r  )  =  S  (  .r  )  ^  K  (  X  ), 
et,  puisque  R  est  continue  au  point  zéro,  ou  en  dt'diiit 
/(,—  o)  =  S(-T-  o  ;  —  K,        J\ —  o  •  —  i( —  oj  -r-  k. 

Remarquons  encore  que  S(+o)-hS( — o)  =  o.   luiisque  Six) 
est  une  fonction  impaire,  et  nous  obtiendrons 

s  (-1-  o  )  =  — — •  l\  =  • ■- ■ ■ 

Donc,  au   point  zéro,  la  série  de  Fourier  de  /  con\  erge  vers  la 
demi-somme  des  valeurs  /'( -;-  o),  /"(  — -  o)  (  '  ). 

(Jn  ramènerait  par  un  changement  de  variable,   au  cas  qui  vient 

,  ,      ,         .   .     ■^ry  >\n  II  X  ,      , 

(  '  )  La  série    >    esl  un  exemple  de  série  non  unitormeinent  convergente. 
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(r(''(re  •'■lii(li(''.  (('lui  (rime  ("onction  satislaisiinl  dailh^urs  à  toutes 
les  conditions  ui(li(|n(''c>  cl  (jui  n  ;nii;iit,  coniiiic  \;ilcur.s  de  discon- 
tiriuit(''S.  c|uç  les  \aleuis  confines  à  .r„.  Sii|)|)u-^(»ns  maintenant 
(iiic  /',  satisfaisant  |iai-  aillciii>  aii\  condilious  inili(|iii-i's,  ;iil  |)i)iir 
valeurs  de  discontiniiil(''  lc>  \alciii>  ( on^^iuo  à  ./i.  ./..,  .  .  .,  j' p 
en  nombre  lini. 

Posons,  sauf  [)cut-(Mr('  an\  |)()iiil>  de  di>conlinuil(''. 

/=  ti  —/,  I  /(j^-i-T-o)  —/(./■,  — ()))  —  .  ..—./;,  |/(x,,--oj  -/(■'■,,— u)l 

c  t'taiit  conliiiuc  et  /",  d(''sii;iian  l  une  loiiclion  de  |)(''ri()dc  -ît:  «'^ale, 
de  Ji  à  ./■/-f->T:.  à-— ('./•  —  xi)  cl  à  -  pour  js' =:  x\.  Il  est  évident 
que  Ci  et  /',  sont  re|)r(''scnlal)lcs  |)ar  leur  x'-ric  de  P'ouricr.  donc  : 

Si  r iiilcf^dlli'  i  {),■>.-)  /)('//(  (''Ire  /xirtKnr  en  un  iioinhie  Jim 
(f  iiiler^aUcs  piirdels  ddiis  chaciin  t/cs(iii('ls  Id  fonction  /  tuhnet 
une  ilérivéc  <i  rarialion  bornée ,  lu  série  de  Fourier  de  J  est 
partout  con\'er<j;ente.  lille  eonver^e  u niforniénienl  vers  f  dans 
tout  intervalle  ne  contenant  aucun  point  de  discontinuité  de  f\ 
en  un  point  de  discontinuité  la  série  tend  vers  la  moyenne 
aritliniéticjue  des  valeurs  vers  lesc/uelles  f  tend  (fuand  la 
variable  s'approche  du  point  de  discontinuité. 

La  MU'tliodc  (jiii  nou>  a  iourni  ces  r('':^uitats  ne  diHcrc  (|uc  par  de 
petits  d(''lails  de  celle  ipic  \  ieut  d  euiplox  cr  M  .  K  nc>cr  poiii'  I  (''tu de 
(les  st'ries  lrigononu'tri(|ues  et  dautres  (l(''\(doppeincnl>  >|)(^'ciaux 
tournis  par  la   IMivsique  matlu-nial  upie  (  'V 

U  nesl  |)as  diilicilc  d^'leiidrc  (Hicl([ue  peu  le  r('>uUat  obtenu, 
mais  il  semble  cpn'.  pour  appli(piei-  la  métliode  qui  nous  a  ser\  i  à 
1  élude  de  cas  plus  i^éïK-raiix  de  convei-i;cnce,  il  (audrait  reprendre 
tout  d'abord  r('tude  de  la  converi;ence,  dune  s(''rie  Iri^onomiHrique 
(loniK'c  |)ar  la  suite  de  ses  coeriicients.  Léludc  directe  des  S(^ries  Iri- 
gonométriques.  qui  a  é{v  tri's  n(''i;li^ée  jusquici.  semble  dailleurs 


(')  Voir  Unlersuclumgen  iiljer  (tie  Durstell ung  aitlAùrtic/ieii  FuiitUioiicn  in 
der  matfiemiitischen  Pliysifc  {Math.  Ami..  Bd.  LVIIl.  i;)i)'4)-  Je  venais  dexposer 
au  Collège  'le  France  les  considérations  du  texte  quand  j'ai  eu  connaissance  du 
Mémoire  de  M.  Kneser  paru  depuis  quelque  temps  déjà.  La  méthode  qu'emploie 
M.  Kneser.  pour  démontrer  qu'une  série  de  I''ourier  détermine  la  fonction  à 
laquelle  elle  correspond,  est  dill'érente  de  celle  qui  a  été  uliii>ée  ici 
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devoir  être  très  utile  dans  bien  daiilres  j)arlies  de  la  théorie  des 
séries  de  Fourier.  Il  y  aurait  lieu  aussi  d'étudier  davantage 
la  suite  des  coefTuients  d  une  série  <le  Fourier,  relatn  euient  à 
laquelle  je  déuionlrerai  phis  loin  uti  théorème  londamenlal  du  à 
Riemann  (n"  34  ). 


m.    —   Applicatioa's. 

^9.  Représentation  approchée  des  fonctions  continues.  — Le 
résultat  qui  précède  permet  de  démontrer  simplement  un  théorème 
de  W  eierstrass  (  '  ),  comme  l'ont  reuiarqué  MM.  Lerch  etVolterra. 

Soit  fit)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  fini  {a.  ^p). 
Posons  x  =  A't,  /."  étant   assez   petit    [lour  que  ./•   ne   sorte  pas  de 

(  —  t:, -i- -  )  (uiand   /   est  dans  (a,    j  ).    Posons  'o(j-)^f{'-j-\    dans 

{krt.^  A"3i  et  définissons  ',i  en  dehors  de  cet  intervalle  par  la  condition 
d'être  continue  partout  et  de  période  1-.  Traçons  la  courhe  repré- 
sentant c;  et,  sur  cette  courbe,  marqutms  les  points  correspondant 
aux  valeurs  o,  ^i,  j:^,  .  .  .,  .r„  =  i~  de  ./■,  prises  assez  rapprochées 
pour  que,  dans  (  //,  x/^,),  l'oscillation  de  .p  soit  inférieure  à  £.  Les 
points  mar(jués  sont  les  sommets  d  un  polygone  représentant  une 
fonction  continue  •-!>(x)  de  période  27:.  Cette  lonctidii  est  une  de 
celles  pour  lesquelles  la  convergence  uniforuie  de  la  série  de 
Fourier  vient  d'être  démontrée.  En  prenant  donc  assez  de 
termes  dans  la  série  de  Fourier  de  'J/.  ou  peut  représenter  •-!;  à 
moins  de  £.  (^uanl  au  nombre  de  terme?,  cpi  il  faut  jtrendre.  la 
méthode  qui  a  servi  à  étudier  la  série  de  h'ourier  de  it  pourrait 
nous  l'indiquer.  Laissons  cela  de  côté;  ■]>  est  représentée  à  moins 
de  £  par  une  suite  finie  de  Fourier  qui  représente  par  suite  '-p  à 
moins  de  'j-z.  C^ette  suite  de  Fourier  peut  être  développée  en  série 
de  ïaylor  uniformément  convergente:  donc,  en  conserxant  assez  de 
termes  dans  cette  série,  on  a  un  polynôme  représentant  la  suite  à 
moins  de  £  et  par  suite  es  à  moins  de  3e.  Remplaçons  maintenant  .r 
par  kt  nous  \ovons  i\u: une  fonction  continue  peut  être  repré- 


(')  Au   sujet  (le  ce  lliéorèine  toir  le  Cliap.  1\    des  Leçons  sur  tes  fondions  de 
variables  réeties  et  tes  dé<,eloppenients  en  séries  de  polynômes  de  -M.  E.  Borel. 
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scntée,  à  inoiiis  de  z  jurx,  par  un  polynôme  ou  p/ir  une  suite 
finie  de  Fonvier. 

30.  Principe  de  Dirichlei .  —  .le  vais  faire  une  application  de 
ce  l'ésiillal  à  la  démoiisl  r  alKiri  de  llK'orcmes  intinieiiient  liés  à  la 
iIk-oiic  des  sr-ries  l ii^oiioiiK'l n(|iirs.  Je  \;iis  d  idtord  nroccuper 
dim  pi<dil(''iiic  célèhre  connu  sous  le  nom  de  proh/mic  dr  Di- 
rirlilel.  cl  (joui  \oici  ["('ikukm''  :  d«''ni()iiti  rr  I  ('\isl<'uce  d  une  solu- 
tion de  ré<piali(»n 

AU    ^   ; i ^ — -    =  O. 

''■'''       '>y'' 

qui  soil  conlinue  à  1  inh  rieur  iV un  contour  fenuc-  C  et  qui  se 
D'duisc  ^ur  ce  contour  ;"i  une  toncLion  dr)nnée  /".  \,v  principe  de 
Ihriclilcl  csl  I  atliiinaliou  de  la  possd)dil(''  du  prohlrnic  de  iJi- 
ri(dilel.  Le  seul  cas  (pu  \a  (Hre  examiné  est  celui  où  (\  est  nmt 
eirconfcTence  i  '  "l. 

Faisons  (pirhpu's  remarcjucs  j)i(''liminaires.  Si  Ton  pose 
z^=-x  -\-  iy\  tout  polvnf)uie  en  :;.  décomposé  en  sa  partie  réelle  et 
sa  |)arlie  lma^lualre,  fournil  tleux  polynômes  en  .r  et  )■  qui  salis- 
fonl  à  I  ('•(jiialion  de  La|)lace  AU  =  o.  ce  (jue  Ion  exprime  en  disant 
que  ce  sont  des  polvnomcs  liarmonupio.  Si  nous  posons  mainte- 
nant ./•=/cosc5,  ]■  1=: /•  sin '^.  c  cst-à-dire  si  nous  |)assous  aux 
coordonnées  polaires,  ces  polynômes  liarmoni(pies  se  présentent 
sous  la  lorme  d  une  suite  lime  de  l*'ourier  en  '^,  chaque  terme  en 
cos/J'^  ou  sin/>-p  ("tant  multiplie''  par  rP .  Pvéciproquenient  toute 
expression  de;  la  forme  indiqiu'e  : 

i'  =  -«0-^  ri  Ui  ces  9  ^^  A,  siii'i  i-:-.  .  .-^  r'U  a,i  cosn-:'  -^  b,,  sin  /tes) 

est  un  polynôme  harmonique  parce  (pie  c"esl  évidemment  la  partie 
réelle  dun  polynôme  en  c  =  i-e'r. 

Pveinarquons  encore  ([ue  P  n"a  ni  maximum,  ni  minimum.  En 
effet,  on  a  évidemment  (n"  lO  ) 


■■>.  ■>.—     ! 


('  )  Pour  la  méllio(Je  classique,  voir,  par  exempte,  le  Tome  II  du  Traite  d'Ana- 
lyse de  -M.  l'icard. 

L.  4 
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à  condition  de  donnera  /•  une  valeur  ronstante  positive  quelconque 
dans  lintéiirale.   Cela  prouve  que.   ou   bien  P(/'.  'i  )   est   toujours 

('•i;ale  à  -  Oq,  ou  bien  P(  /•,  '.s)  prend  des  \aleurs  |j1us  i^randes  que  -  c/q 
et  des  valeurs  plus  petites  que  -a^f  et  l()iii;ine  n\^st  ni  un  maximum 

ni  un  minimum.  Mais  1  orii;ine  n  a  rien  qui  la  distingue  dun 
autre  point  :  si  Ton  pose  ;  =  r^  +  Z,  lOrii^ine  devient  le  point  (juel- 
conque  — ■  z-^  et  le  point  quelconcjue  ^  =  c,,  devient  hi  nouvelle 
origine  Z  =  o:  il  est  donc  démontré  (piun  polynôme  barinouicpie 
n'a  ni  maximum,  ni  minimum. 

Ceci  posé,  soit  /(c2)  une  fonction  continue  de  [)ériode  2",  nous 
allons  démontrer  lexistence  dune  (onction  liaiinonique,  c'est- 
à-dire  satisfaisant  à  li-quation  de  Laplace,  à  l'intérieur  de  la  cir- 
conférence c  =  <?'?  et  se  réduisant  à  /(p)  sur  celte  circonférence. 
Du  même  coup  l'existence  de  la  solution  sera  démonlrée  })our  une 
circonférence  quelconque. 

(Venons  des  nombres  positifs  $,,  So,  ...,  fornumt  une  série 
S£,=  £  convergente  et  soit  (  ') 

S/(o  )  =  -</^  4-  (  a\  roso  -f-  b\  siivy  )  ~i- .  .  .-=-  («/,,.  cos  rt/a  -r-  6/,,  sin«/'^) 

une  suite  de  Fourier  représentant  partout  /"( 3 )  à  moins  de  î/près. 
ce  qui  est  possible  parce  que /a  la  période  2—.  Posons 

/'  =  ", 
S/(/-,  o  I  =  -«,„-;-  ^(  ((j,  cus/^-j  -i-  b'i,  >\npz,  i  /•/'. 
/'  =  ' 
[>a  séiie 

/(/-,  'i;=  Si(>-,  '^)-(-  [Soir,  '^)— S,(/-,  'i)\~  [Sa*  /•,  o  )—  S^ir,^}]  —  ... 

est    uniformément    conxcrgente,    car,    d'a|)rès     notre    remarque, 

1  S/ — S/_,.|  I  atteint  son  maximum  sur  C  et,  par  suite,  ne  surpasse 
jamais  $/-|- sz+i  :  donc  /{f\  '-s)  est  continue  à  l'inlc'rieur  de  C  el 
sur  C.  Ede  se  réduit  évidemment  à  /'('i)  sur  C,  il  reste  à  faire  voir 
que  c'est  une  fonction  harmonique. 


C)  Dans  ce  numéro  et  le  suivant  les  symboles  a'/,,  b'j,  représentent  des  quan- 
tités affectées  de  deux  indices  et  non  pas  des  puissances  /i'""»;  au  coiUraire  rf 
représente  la  puissam-.'  y>i-nie  ,|g  ,. 
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('<(iii.M(l(';r(>iis  les  IcniH's  ru  cos/*./"  <l;iiis  /(/".  'iK  li'iiis  ii)aïC\(\in\\^ 
IcjiiiH'iil  la  série 

/•/'  f  a},  -+-  (r/f,  —  a],  )  -i-  ('  a'f,  —  af,  )    -  .  .  .  |  ; 

celte  série  est  absolimient  coa\eri;i'iilc  ci  de  soimiik'  :iii  pin-;  <'"ualc 
à  '\trP  |)ar('e  (Hic  rt'  — ^f^'.t^ -,  élaul  iiu  coenicicul  de  la  si'-ric  de 
J'Oiincr  (le  S,  —  S/_,.,,  csl  au  |)liis  éi;al.  eu  valeur  absolue, 
à  ■>,  (î/+ £,-^,  ).  l'ai'  cousiMiiicul,  SI  i  la  us  /"(/•,  o  )  uoiis  rcinplacons 
eliaqiu'  Icriite  S/- — S/^,  par  la  siiilr  (iuic  de  loiirin-  (|u  il  repré- 
seule.  11(111--  ohlenous  une  sih'ie  ddiiL  la  soiuiiic  (l(>  ((lellieienls  des 
simis  cl  cosmiis  est  au   plus 

par  siiilc,  retle  st-ne  est  ahsoliiincut  coun  eri;cul('  poinz-c^i.  et 
iKiu-^  poiiNoiis  ijroupcr  euseudile  les  tenues  eoiilciiaiil  un  iiKMue 
siiiiis  ou  un  iiKMue  cosiiiiis.  (  )u  ()l)licnl  ainsi 

J'(  /•,  o  j  = ■-  /•{  cil  co>.o  -r-  Aj  <in  -^  )  -T-  /"-(rto  L''JS  •>>.'■;  -i-  ù ^  alw  >.  ■S'  )  -7- .  .  .  ; 

celle  expression,  qui  n'esL  peut-être  pas  valable  pour  /■=  i ,  luoulre 
([ue  /(/■,  '-p  )  est  la  partie  réelle  d'une  série  euli('re  en  r  =z /e'r, 
<lonc  /(/", '^)  satisfait  à  1  équation  de  Laplace  à  lintérieui' di'  (>. 
L'existence  de  la  solution  est  (h'iuontrée.  On  peut  reiuarcpicr  ipir 
cette  solution,  étaiil  limite  de  |)olvnouies  lianii()ni(pies.  n'a  ni 
maxiiuiiiu.  ni  unniniiiiii. 

3J.    Int('<^ral<'  de  Poisson.   —  Ou  a  é\  ideininenl 
(i ^,  =  liin  a",,  /'/,  =  liiii  b",: 


a'j,  =  —    /        S„  c(js/j'^  (/'},         h'I,  =  —    I       S,i  s'iojj'li  d'I, 
et,  eouHue  S//  tend  iinifonuéinent  \  ers  _/('-!/),  on  a 

■■  •  0  '■  «^  0 


j•^  <:ii\i'niti;   ii. 

Portons  ces  valeurs  dans  l'expression  do  _/ 1  /'.  '-i).  on  trouve 

-  '-'o  '-  0 

-f-  /--     /         _/'(  'b  )  COS  -2  (■l  —  O  }  (bh  -^  .  .  .  , 

/■  étant  plus  petit  que  i ,  on  peut  écrire 

T.JX  r,  o  )  =    /      /{  ■!/  )     -  -r-  /•  COS (  'i.  —  -j  )  -f-  /■-  COS  •>.  ( •!/  —  o  )  — .  .  .      d<!j, 

parce  que  la  Sf'-rie  sous  le  signe  /  .  étant  unii'orniénient  conver- 
gente, est  intégi-able  ternie  à  terme.  La  (o'^'iiulc  précédente  s'écrit 
encore  sous  la  lorinc 

^  ^    ■  '  '        i-r.  J  I  —  'ir  eus I  '1/  —  o  I  -t-  r- 

connne  sous  le  nom  àe  fonnitlc  ou  d  m t(''i;rale  de  Poissoi) .  parce 
que  l\^isson  la  fil  connaître  dans  le  \l\''  Gainer  du  .loiirr.al  de 
i^Eco le  Po lylecli n iq uc . 

Le  raisonnement  de  Poisson  laissait  ;'i  dt'sircr  au  |)oint  de  \  uc  de 
la  rigueur,  M.  A.  Sclnvarz  a  montré  (pi  d  ('•lait  facile  de  le  rendre 
Loul  à  fait  rig(jureu\.  ^1.  Schwarz  a  éUidn''  aussi  ce  rpie  donne  1  in- 
tégrale de  Poisson  dans  le  cas  où  ,/(•/)  a  des  points  de  disconti- 
nuit(''  de  premu're  espèce.  l*our  a\oir  !c  droit  de  concdure,  rcdali- 
vement  à  ce  cas.  d  nous  suffirait  d  utiliser  \\\\v  remarque  d(''ià 
faite,  sur  la  possibilité  de  comparer  deux  [loinls  de  discontinuité 
de  première  es|)èce  ([uelconques  (  n"  1),  et  d'étudier  l'intégrale  de 
Poisson  |)our  une  fonction  [)articulière  ayant  des  points  de  discon- 
tinuité de  j>remière  espèce  :  il  nous  suffirait,  par  exemple,  d  exa- 
miner si  l'intégrale  de  Poisson  ])euL  ser\ir  à  la  rej)résenlatioii  [)our 
/•  <<  1  de  la  fonction  harmonique 

aie  ta  ni;  -^  (-  ^  ''C?  =  x  -r-  iy)i 

cpii  a  déjà  été  emplovée  pour  des  luis  analogues  par  M.  A.  Schwarz 
(^(iesainin.  iiiatli.  Ahh.,  Bd.  2)  et  M.  J.  Pviemann  (^Annales  de 

V École  \orin<ile,   1888). 
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Cos  considriallons  coikIiii^ciiI  ;i  une  conséqiH'iicc  imjxuhinic 
que  M.  Srliwar/  a  sij^ualée.  Su|)|)OS()iis  (|ue.  |)our  une  \alcur'^„,la 
série  ili'  louiicr  de  fi'c)  soil  eoaxei'i^cnlr.  I)  ;ij)rè>  v\\\  llit-orème 
(lAIx'l.  a|)|)li(|U(''  à  la  si'-rii'  cnhrre  eu  /■  (|ui  rcpri'-fiitc  /  ' /",  'j;  |. 
y(c5„)  esl  la  liuiile,  quand  /•  tend  vers  i  ,  de  f{i\  'fo  )•  -Mais  1  élude 
qu'on  \ienlvle  (aire  fournit  des  renseli:ncnients  sui-  /'(/•.  cs„)  lorsque 
f{'-^)  <ist  assez  siiu|)le:  de  soi'ie  (|u Ou  |)eut  dirr.  dans  certains  cas, 
à  (j!i(ii  est  ('•L:al('  la  soninic  de  la  série  de  l'ourier,  suppos^'-e  conver- 
i;enl('.  de  /(  '-i  ).  Les  it'sidlal^  ohteuus  nous  permettent  de  eonclui'r' 
pour  le  cas  où  ./'('-s)  est  partout  continue:  en  uldis.ml  les  indica- 
tions donn(''es  on  pourra  supposer  <pi(!/'( '^  )  a  i\f<  points  de  discon- 
linu!t(''  de   pieinièi'e  espèce,  d'où  1  ('noiKM'-  siiisanl  : 

Si  la  s(';rie  (le  h  ourler  de  la  fonction  ./{--Zf  )  bornée,  de  période 
a—,  partout  continue  sauf  en  un  nombre  fini  de  points  de  dls- 
contlnulté  de  première  espiéee,  est  convergente  pour  la  va- 
leur 'jîn.  •*>■''/  somme  est  égale  éi  t[./"('-3()+  o)  -i-  /"( '-2,1 —  o  )]. 

Wl.  Propriété  fondantentale  des  fonctions  harmonvpies.  — 
Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  Ic'lude  de  lintéi^rale  tle  Poisson  el  des 
fonctions  liarinoniques,  rel,iti\enient  à  laquelle  on  consultera  avec 
profil  les  tomes  I  et  II  du  Traité  dWnalyse  de  ^I.  i'icard.  mais  je 
veux  indi([uer  comment  on  ])0urra  démontrer,  avec  la  nn-tliode 
cmplovée  ici  ('),  que  la  formule  de  Poisson  fournit  toutes  les  fonc- 
tions harmoniques  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  des  deux 
premiers  ordres  à  condition  qu  on  1  a[)plique  à  v\\\ç  circonférence 
convenable  et.  ])ar  suite.  <[ue  les  fonctions  Karmoni([ues  n  ont  ni 
maximum,  m  minimum. 

Pour  cela,  il  suffira  de  prouser,  par  la  méthode  de  M.  Parai 
{^Ann.  de  la  Fac.   des  Se.  de   Toulouse,  t.  ^  1  ),  (|u"//  /te  peut 

(')  Celle  mu-iIhuI.'  est  en  <iiu-l(|ui-  -.aie  l'iiiNersc  de  rell<>  (lue  M.  l'i.  iinl  «iii- 
ploie,  diins'  le  Imiie  l  de  >oii  Traité  d' Analyse,  pour  déiiioiilfer  le  tliéorèiiic  de 
\\'eierslr;iss  (|iii  noiis  a  sei\  i  de  point  de  départ,  tlicmann  avait  peiit-ùlre  prévu 
uni-  Tiirlliudc  di>  ee  genre;  pailaiit  d'un  théorème  équivalent  au  principe  de 
Diriclilet  pdur  le  eas  de  la  circonférence,  il  dit  :  «  Si  l'on  admet  ce  tliéorème 
qui,  en  l'ail,  esl  exact,  alors  la  voie  suivie  par  Caucliy  (pour  étudier  la  série 
de  l'"iiurier)  conduit  au  but:  de  même  que,  réciproquement,  ce  théorème  peut  se 
déduire  de  la  série  de  l'ourier.  »  Neumann  a  essaj'é  d'utiliser  cette  indication 
{Journal  de  Crclle.  t.  71  ),  mais  ses  raisonnemee.ts  sont  fort  critiquables,  comme 
Heine  et  Prym  l'ont  reuiarcjué. 


5(         ciiArrrni;  ii.   —   iiikoiuk  i;i,i:Mi;NTAiiti:  dks  skuiks  m:  i-in  iiikh. 

exister  deux  fonrtions  liai'i)i(i?}i(/(ics,  conti/utes  riinsi  (juc  leurs 
«léruées  des  deux  premiers  ordres  à  ['  in  Irrieur  d'un  eontoui- 
fermé  d,  cjui soient  égales  sur  ee  contour.  Posons  u^=[a-- — x-)r. 
la  quantité  a-  —  x-  étant  j)Ositi\e  dans  la  région  considérée,  [^"équa- 
tion de  ].a|)lace  devient 

iW 
\(i  =  (  a-  —  .r-  )  Ar         './•  —  —  ar  =  o. 
O.r 

S  \\  existait  deux  f()U(Mi(>us  //  remplissant  It'S  eondituois  indi- 
quées, il  existerait  deux  lonctions  r  satisfaisant  à  eelte  équation, 
et  leur  ditTérence,  (jue  je  désigne  eneore  par  r.  satisferait  aussi  à 
cette  ('quation.  1)  ailleurs  e  s  annulerait  surC  sans  être  identique- 
ment nulle  à  l  intérieur  de  C.  donc  r  aurait  à  1  intérieur  de  G  un 
maximum  positif  ou  un  minimum  m'-gatif.  (  )n  \a  voir  ([ue  cela  est 
impossible.  Su|)posuns  que  r  ait  un  maximum  positif  au  point  ./■,,- 
j^o  5  alors  on  a 

/^'■\  i '-''''  \ 


'  •  \  '^■'    , 

'  I'— J'o)"'  /<J-^'\ 

;  étant  compris  entre  x  et  .r„,  r,  entre  r  et  j^„. 

Ces  relations  montrent  que  les  deux  termes  de  Ar  sont  négatifs 
ou  nuls  au  Aoisinage  de  .r,,.  j'o,  donc  que  le  premier  ternie  de  l'*'- 
quation  de  Laplace  transformée  est  nul  ou  lu-gatif  en  ce  point.  Le 
second  terme  de  cette  «'(piation  est  nul,  le  troisième  est  négatif  et 
non  nul;  c  est  la  contradiction  annoncée. 
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SERIES  DE  EonUEIt  ( loW  EP.GENTES. 


I.    —    llr.cMKiK.Hr.    SIR   L\    (.o.\ vki;(;i:n<:k. 

IV,].  Cararti're  de  convergence  des  séries;  de  Fonrler.  —  Dési- 
jiiions  par  S„  la  somme  des  n  -h  i  premiers  termes  de  la  série  de 
l'Ounei"  de  /(  x  )  ;  ou  a 


/'  =  " 


•    X 

^i—  ~-X 

i'\n p.r    I  /"i  0  I  siii  /)'>  (/^> 


"   '-'  X 


-  —  ^  iio<[nx  —  H) 


/'  =  ' 


dt 


?in(  -2//  -^11 


/i  0;</0. 


Faisons  le  cliaiii;ement  de  variable  •!)  =  .r  +  2  /  :  nous  auronj 


S''=i  r 


\\\[-?.n  ^-  \)t 


/■<  X  —  it  )  (II, 


56 


et,  en  prenant  jj 


ciiAiMTiti:  m. 


sin(  V. /?  -i-  i)/    . 

: fi.r-h'?.t)af 


I  lU  9.  «  -f-  I  )  /     _ 

-. —  f^x  —  it)dl 


I      /'     -iiK  -xn  ^  \\t  ^  ^.  ^  ,    , 

-    / \i(.r  -\--xt)-^fKx  —  -).t)\dt^ 


comme  on  le  voit  en  changeant  /en  —  t  dans  la  première  intégrale 
du  second  membre. 

Si  nous  appliquions  cette  formule  à  la  fonelion  F  qui  est  con- 
stante et  partout  égale  à  la  \aleur  f{x)  que  prend  notre  fonction  / 
pour  la  valeur  particulière  x  <pie  nous  considérons,  S/^  serait 
évidemment  égale  à  f{x),  puisque  la  série  de  F'ourier  de  ¥  se 
réduirait  à  son  premier  tenue:  doù  la  foruiule,  facile  à  \(''rilier 
directement, 

f(x)  =  -    I       -^^ ij (  ./■ ,  dt . 

Pour  la  somme  S„  lelatiNe  à  la  foncti(»ii  /,  nous  avons 


T[S„-/(-r))=    f 


\n  I  >  n  -^  I  ) / 


/(  X  -^  -f.f)  ^f(x  ■>  /  )   —  ■if{X)](/t. 


Pieprésentons  celte  quantité  j)ar  l\,^  d  posons 

cr.(^i)  =y(3"  _!-  9.  /)  -^  f(  X  —  y.t  \  —  ■?.  f\  X  )  =  '[>(  t  )  sin  t , 

de  sorte  que.  avec  nos  notations,  nous  a\ous 

R„=    /       —. ■^{t)dt=    /       ^\n{\in  -r-\)t  '\ji  1  )dl. 

Il  va  nous  suffire  de  rechercher  des  cas  où  l\,i  tend  vers  zéro 
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avoc       |»()iir  a\()ii-  «les  cas  de  coiivcri^encc  de  la  sûrif  \i'Vy<  f(x); 

dans  ces  cas,  la  sii;iiili(;il  ion  de  l>„  .s<'ra  ('•sidcnlc  :  1»„  sera,  an 
fadeur  t:  près,  le  reste  (h;  la  sciic  de  Idiiru'i,  (|n.iiid  on  >  ai  icle 
au  (/?,  H-  I )'<■">«  terme. 

A\aul  de  l'aire  celte  re(dii'i'(  lie.  irniiii(]nons  iyicj(.r)  n  (-tanl 
assujetti   (|n";'i   ii\oir  une  inl(''^!-alc  et   à   adincllre   '.iT.   |)onr  pciiode, 

•i;(/)  ne  sera  assujettie  dans  |(),  "\   (\\i'îi    l;i    condilion    il;i\oir  nue 

intégrale  dans  tout  inter\alle  n'ayant  pas  o  pour  ()rij.;ine. 

l*our  donner  des  exemples  des  circonstances  (jui  peuvent  se 
présenter,  il  nous  suffira  donc  de  citei-  des  fonctions  'l  assujetties 
à  la  condilion  (jue  je  \iens  d"indi(picr  cl  pour  l<'-.(pir|lcs  ces  cir- 
constances se  présentent. 

Remar(|uons  encore  que,  si  :r  est  un  point  de  coiiliiiuit»'-  ou  un 
point  !■<'■- II! ier  de  /"(n"  ^),  'f{t)  est  continue  |)our  l^o  eL'^(o)  =  o; 
cela  veut  dire  que  (  •l(f)  tendra  alors  vers  zéro  en  même  temps 
que  t. 

Nous  avons 

R„  =     y        /  'b(  n>\n(on  -i-\)/  <// 


I  <ii{  f)  siii(>! //  —  1  )/  dt. 


l'T, 


Examinons  d'abord  celte  dernière  intégralr  (pic  1  on  apptd- 
lera  £„  ;  elle  est  évidemmenl  infc'rieure  en  \al(iir  absolue  à  1  inté- 
grale de  |'i;(7)l,  prise  de/? — - —  à    -;    donc   die   Inid    \ers  /('-ro 

avec  -,   à  cause  de  la  continuité  des  intégrales  indélinles  (n"  1  I  ), 
n 

parce  (pie  [  -^(^  )  [  a  une  intégrale  autour  de  '"  • 

Dans  les  intégrales  correspondant  aux  \aleurs  p^  2.  4?  ''«  •  •  -^ 

changeons  t  en  t -\ — ;  cela   transforme  chacun(î  de  ces  inlé- 

grales  en  une  intégrale  prise  enti-e  les   mêmes  limiles  (|uc   ((Ile 
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(|iil  lii  |)rér«''(:l('.   ;"i  laquelle  nous  la  réunirons;  nous  obtenons  ainsi 


R„  =  £„-+-  E„    -   /  -Li  /)  sin(9.«  -!-  i)/  dt 


•L(/»  — '!.    / 


rf/: 


dans  celle  lorinule,  i"  désigne  le  plus  j^rand   entier  ne  surpassant 
pas ,    £^^   d(''si<jne  d  si   //   esl    iuipair  el      /  'l( f)  sin/  d/ 


si  //  esl   pair.    Il   esl  ('-Nidenl  one  z'„  tend  \  ers  zéro  avee  —  de  même 
'  '         "  n 

que  ;„. 

Comme  on  a 


/  sin(  ■>.//  —  I  in  'U  /)  —  -M  /  -f-  — - —  ) 


rlf 


/ I  I  dt. 


il  en  résidle 


I  H„  I  1 


-,  J  /(  -H  1 

/  '\{t)%\\\i'i.n-\- \)l  dl 


.'_    I  V      III  —  \ } 


dt 


-Il  \  •    -Il 


Pour  étndier  la   première   intégrale,  admettons  que    linlégrale 
indéfinie 

^y(t)=    1     \o(t)\dt 
ail  une  dérivée  nulle  pour  ^  i=  o  ;  ce  qui  est  réalisé  en  particulier 


si;iiii;s  m:  i-(U  itii;K  ((tNvjauwiNTKS. 


5l> 


Imites  les  fois  (Jtie  'i  est  coiiliiinr  d  imllf  l'i  rorii^iiic  Jonc  <-ii    Ion? 
les  |)oints  n''<;iiliers  de  /. 
\f»iis  ;i\oii> 


r 


'b(  t  )  siii(  ■>. //  ■+-\)t  dt 


I  --. sin  (■?./« 

'  sin/ 


I  )  /  d/ 


C  9.  «  -^  I  ) 


f 


oi  f)]dl  =  {'1/1  -^\} 


On. 


h„  r[,inl  une  (|ii;iiiti(('  (|iii  Icinl  \ei's  Z('i-o  avec  -^  |)iiiS(jiie  c'est   une 
\alcur  a|)pio(li(''c  de  la  diTiNée  <!>' (  o  ). 
Nous  |)(iii\ons  inainlenant  coneliu'c  : 

Lf/  s(''rie  de  bOui'ier  ronvcr^a  au  point  ./■  rers  la  foiicLion  si 
rinléurale  de  |'^(/i  a  une  déri\(''e  nulle  ptiur  ^  =  0  et  si  la 
ijUdutité 


Cl 


.l,(/_e,_i,  f^ldt 


("<^<=) 


te/id 


i-ers  zéro  a^-ec  0 


rH.  J/iéorèmes  de  I! ieinan n .  —  I.a  ([uaulih'  |'^(  t-^o) — ■•b{t)\. 
inléi^rtM'  (le  a  à  -  (  o  <  y- <  -  )  '    tend    vers   zéro   a\ee   0.    puisque. 

dans  (a,  -  ),  ■!/  a  une  intégrale  (  n"  13):  on  |)euU  par  eonsé(pi«'nt. 
l'einpiacer  dan^   l,i  condiliou  de  eonvei'geuc  i|ni  |ir(''erde 

f     I  •!/(/  — 0  1  — '^(ni^//  par  I      ['lit  -^r,t  —  -li  t  )]dt. 

Celte  reinai-cpie  conduit  a  un  lliéorcnie  important  dû  à  llieniann. 
Soient  deux  fonctions  _/'(  <'t  /o.  avant  des  séries  de  liuirier.  et 
égales  entre  elles  autour  An  point  .r.  Les  fonctions  cp  et  •}  corres- 
|)ondant  à  la  diflerence  /',  —  /^  sont  nulles  pour  t  assez  petit.  j)ar 
suite  <ï>  est  nulle  autour  de  ^  =z  o  et  ])Our  a  et  0  assez  petits 


,/■ 


.l^f^>)  —  .l(f^\dt 
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est  aussi  nulle.  C'est  dire  que  la  série  de  Fourier  de  f\  —  /^  est 
converi;ente  j)()ur  la  valeur  x;  par  suite,  les  séries  de  Fourier  de  /', 
et  de  /'o  sont  con\ergentes  ou  divergentes  à  la  fois:  c'est  le  tliéo- 
rènie  de  Puciuann  : 

La  convergence  de  la  série  de  Fourier  de  f  pour  une  valeur 
délerininée  de  .r  ne  dépend  que  de  la  manière  dont  se  com- 
porte f  autour  de  cette  valeur  x\ 

Cette  projiriété  peut  se  déduire  de  notre  raisonnement  d'une 
autre  manière.  Ce  qui  nous  a  obligé  à  étudier  à  pai't  la  contri bu- 
lion  de  lintervaHo  (  o,  ■ — - —  )  dans  linléurale  R,,.  c'est  (luc  'l  n'a 
j)eut-ètre  |)as  d  intégrale  dans  cet  intervalle.  (  Hiand  on  suppose 
que  'l  a  une  inléi;rab'  dans  (  o.  — - —  l^   on  i)eut  traiter  cet  mler- 

valle  comme  les  autres,  ou  encoïc  on  peut  affirmer  que  la  contri- 
bution de  cet  intervalle  tend  \ers  zéro  cpiand  n  croît,  car  on  a 


f 


•lit)  sin  ("?./«  -^-  I  )/  f// 


/■ 


'b(t)\dt: 


et  le  second  membre  tend  vers  zéro  quand  /)  croît,  puis([ue  l'inté- 
grale indéfinie  de  |  -li  t)  |  existe,  et  par  suite  est  continue. 
D'autre  part,  dans  l'iivpotbèse  considérée,  on  ])cut  écrire 

/        \'Ut  -T-rj^  —  'liDldti,    j        \'l(t-\-Z)  —  <bit)\dt, 

le  second  membre  tendant  vers  zé-ro  a\ec  o. 
Donc,  si  'L  a  une  intégrale  dans  (  o,  "  Ij 


•l {  t )  s\n  (  2 n  -h  i)  t  dt 


tend  vers  zéro  a\ec  -  •  ()u  v  auiait-il  de  chani;é  si  l'on  étudiait  la 
n       ^     ■  o 

même  intc'urab'  «'■tendue  de  a  à  A.  au   lieu  de  o  à  ->   ■!>  ayant  une 

intégrale  dans  (  a.  h  )? 
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Tous  nos  niisoimcinr'iils  s  ;i|)|)li(|iK'r;iicnl  :  sciilfinent  on  aiifiiil  en 
jiéncral  deux  Icnnes  tic  roniic  ii  r('-i;iilirr<'.  analoi^iies  à  celiii  (jiii  a 
('■l(''  (lési^^nc  pal'  t„.  I  un  loiiiiii  |);ir  le  coimiU'iicciiU'iU  fie  {(i.h). 
I  aiitii'  |)ar  la  lin.  Il  ii  \  aurait  eiicon;  rien  (ressentie!  à  modifier 
s  il  >  aiii.->sail  dc'!  ndicc  I  intf'iirale  de  'Ij^L)  i^xnnl,  ou  relie  de 
'J;('/)  cos///,  au  lien  di'liidirr  I  iiili'^rale  de  'i/(/)  sin(  2/*  +  i  ).  iJe 
là  résiillc  lin  aiili'c  iIumh-i  inc  de  Pneniann  : 

Si  la  fonction  'l  n  une  inlrLU'ilc  dans  icy.  lA.   1rs  inlé ^idli's 

r''  r'' 

I       'ii{t )  cosnt  dt,  I       'l{t)i-\\\nldt 

tendent  vers  zéro  avec  -i  et.  en  oarticnln'i-  : 
n  ' 

La  suite  ries  eoej/lcients  d'une  s(''rii'  de  h'oiiricr  eomerae 
toujours  vers  zéro. 

Hiemann  a  dénioutri'  ee  llii'orènie  |)oiir  les  s(''ries  de  Foiirier 
relatives  aux  lonclions  au\(|U(dles  sa  delinition  permet  d  atla(dier' 
une  intégrale:  la  (h'-nionstration  doniu'e  ici  s'applupu'  à  toutes  les 
séries  de  !■  Ourier  drs  lunelions  suinniaMes.  I.e  ihioiénie  n'est  |)as 
nécessairement  exact  pour  les  séries  de  1"  ourier  i;én('-ralisées  (ii"  19)  : 
I^iemann  l'a  montré  par  un  exemple  au  parai;raj)lie  Xill  de  son 
Mémoire.  C  est  pour  cela  ipie  la  mélliode  em|)li)vé(^  ici  pour 
étudier  la  convergence  des  séries  de  Fourier  ne  parafi  pas  |)()ii\(ili' 
servir  pour  Télude  des  séries  de  Fourier  généralisées. 

Du  second  théorème  énoncé,  celui  (pu  a  ('■[('■  doiiiit'  le  premier 
se  déduit  ininK-iliateineiit.  Re[)renoiis  les  lonclions  /',  el  /'^  :  les 
fonctions  'i/,  el  '-î/^  correspondantes  sont  identiques  dans  un  certain 
intervalle  (o,  a):  alors,  dans  chacun  des  restes  correspondants  Fi|.//, 
Ko,//',  la  contrihulion  de  riiiter\alle  i  (>,  a)  e>t  la  un'ine  el  la  con- 
Irihution 


J'      (!/,(<)  sin(  >« -r- 1  •/ (5^^         ou  /      '\i{t)'>\\\{ -in    -  \)t 

rt  '^    1 


dt 


de  rinler\alle   (y.,-)   tend   \ers  zéro  a\ec  -•   (Vest  dire  ([ue  Fi(.// 
el  Ko.„  tendent  ou  ne  tendent  pas  en  même  temps  \  ers  zéro,  d  Où 


letl 


leoreme  énonce. 
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3o.  Les  deux  espèces  de  condilions  de  convergence.  —  Ce 
lliéorème  de  Riemanii  prouve  que.  [jour  la  con\eri;eiice  de  la  série 
de  Fourier  de /!,  au  point  x  il  est  néeessaire  ([ue  /' possède  une 
certaine  propriété  en  ce  point;  il  n"est  pas  nécessaire  que  /pos- 
sède une  certaine  propriété  dans  tout  un  intervalle. 

La  condition  de  conxergence  qui  vient  dètre  énoncée  ne  lait 
intervenir  cpiune  jjropriété  au  point  x:  les  conditions  énoncées 
au  Cha|)itre  [)récédent  faisaient  intervenir  des  propriétés  relatives 
aux  intervalles.  Vussi  ces  conditions  étaient-elles,  en  réalité,  des 
conditions  de  convergence  unitornie. 

M.  P.  Fatou  (')  a  remarqué  que.  de  toutes  les  conditions  de 
<^on\ergence  en  un  point  actuellement  connues,  on  pouvait  déduire 
des  condilions  de  convergence  uniforme  en  su|)])Osant  que  les 
conditions  de  convergence  en  un  point  sounit  rem|dies  uniformé- 
ment dans  tout  un  intervalle;  le  sens  |)récisdu  mot  uniformément 
étant  facile  à  fixer  dans  chaque  cas.  i^our  la  condition  de  conver- 
gence en  un  point  pré'cédemment  trouvée  la  remarcpie  de  M.  Fatou 
s'applique  aisément.  Daprès  la  signification  de  l^„.  il  faut,  pour  la 
convergence  uniforme  dans  un  inter\  aile  où  /  est  eoiilmue,  <pie  Iv,^ 
tende  uniformément  \ers  zéro:  il  suffit  |>our  cela  (n"  33)  que  la 
somme 


f  •i(ri  silK   }.ll  —  \)t  (ll\ 

u  I 


-«1^1  -/( 


tende  uniformément  \ers  zéro. 

D  abord  \iu  \  tend  uniformément  vers  zéro;  ou  a,  en  ellet, 

\ln\i/  \'b{t)\dt::-i.  j  \'iUj\dl; 

la  première  inégalité  a  él,é  obtenue  au  n"  33,  la  seconde  résulte  <le 


(';   Société  Math,  de  France,  sùanre  du   iS  mai   i()i).'). 


skuiks  i)k  i-oi  itii;n  <:(>n\  i:n<ii;N'n:s. 


iVi 


ce  une  mu/  Mir|);issc  -  au  \(»isiuii;^c  «le  -•  Or,  If  I  iui->iriuc  nicniltrc 

Leud  uuiforuH'uitiil  \  ri> /.('th.  ciu- ou  a.  (o(/)  désigna  ul  le  uiaxinuiui 
de  l'osciJlaliou  de  I  iult'-^ialc  indcliuic  de  \J'\  dans  uu  iiilerxalle 
(|uelconque  d'étendue  :^ /, 


/ 


,-,  o  + 1 


■  {t) 


\dt^       I  \f{x-^xt)\dt 

•^  Il 

-,  Il  h/  „  ii  +  i 

"+"   /  l/l-^'  —  '2  /  )  i-// I  —  •>.    /  \/{jr  )  ]  dx"i-iM(l). 


Vn  raisonncmenl  seudilaMe  s"a|)|)lu|iie  à  \i„\-  Ou  a  \ii.  d  autre 
|)arl,  (|ue  l'on  a,  quand  y  est  eouLinue  dans  uu  iulcr\alle  <jui  iitn- 
lieul  ./■, 


pin  A-  ï 

I  '}^(t)^h\{-JLn-T-i)ld( 


-It, 


0,i  étanl  une  valeur  (jue  prend  '^  dans  f  o,  ; — —  I;  doue  I  iul(''i;rale 

du  premier  uieud)re  leud  iiuir()riu(''uieul  \ers  z('ro  dans  huit  iu- 
Lervalle  eoniplèteuu'ut  inti'rieur  à  I  iulfr\alle  de  eoulinuité  eousi- 
déré.  J)one  : 

La  série  de  Fourier  d  une  fonction  /".  continue  duns  \^a,  6), 
est  uniforniénient  convergente  dans  û/,,  A,),  [a<ia.s  <^lf\  <C^): 
si  l'intégrale 


X 


/(/  —  oj  —  6t  D  I  dt. 


qui  est  une  fonction  de  o  et  de  x^  tend  unifoiinénient  vers  zcro 
avec  0,  c/uel  que  soit  x  dans  (ctf .  ù,). 

On  \a  voir,    dans   uu  iuslauU   que  Ton  peuL  reuq)laecr  la  liiuile 
supérieure  dinlégration  -  para,  avec  la  condition  o  ■<  a  <[  -• 

30.    Transfonuations    des    conditions    de   convergence.     — 
Posons 


dans  les  deux  conditions  de  convergence  obtenues,   on  peut 


64 
remplacer 

peu-  l' une  des  qaanlilrs 

|/(?-4-Ô)_y_(0 
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/  (  /  -^  0  )  —  .1;  (   /  ) 


o(  /-^  5)  —  o(/' 


9(/  -^o)  — 0(0 


-111/ 


On  ^a  k''t;iliincr  seiilemenl  les  deux  j)remières  transloriiialions. 
Pour  cela,  il  sutlira  éx  idcnimciit  de  ])oscr 

y{l-^Z)  —  -/{t)  =  \ii{l'\'0)  —  'hU)\ ^ -U(o)=  ^ ^^^-4-8(0', 

et  de  prouver  (|ue    /     |li(o)[r//  et  /      jS(o)|<y/  lendeni  vers  zéro 

avec  /;  et  cela  uniforniéineiit,  (|uel  que  soit  x  dans  tout  intervalle 
complètenienl  iiitéi-ieur  à  un  inlervalle  de  conlinuité  tley\./')  (')  : 


R  (  0  )  =^  -i;  (  n 


siiif  /  -t-  0  )         siii  / 


t  -I-  0 

siiW 


--r]-^^^ 


•^(0, 


î^  étant  la  \aleur  de  la  (N'rivée  de  ^^ pour  une  valeur  tr^-z  prise  dans 

(/,  t-^rjy  Comme  on  a 


,.       I  /  d   si»  / 

iiiii  -     —r  )         ^  uni 


-.  ros":  —  sin  t 


on  pourra   elioisir    V,    indépemlamuienl    de    x,   de    manière   que, 
dans  (o,  a),   1 1^  |  ne  surpasse  pas  At.  Mais  on  a 


l'gt'g':-%t-^l^'xt^ 


donc 


I  U(o)|^2AÔ|  'o(t) 


Slll/ 


de  cette  formule  on  déduit 

I      \  l\(o)\dt'^-iA.o  \<^(l)\dt^SX!j  I        \f(x)\dx\ 

^r.  t/S  «^n 


(')  Le  nombre  y.  est  toujours  tel  que  l'on  iiit  o<a-<  -;  avec  cerl.iines  expres- 
sions des  coiuliliniis  (le  eonvergcnec  on  peut  pieiiflre  a  (luelconqiie  pusilif. 
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ol  la  |)r»'nii«"'rc  Iransforinalioii  est  légiliiiic'e.  l'uiir  J-:i  sctoufle.  ou  a 
d'où 

•1 


i  '^-^'""^i"  ^^ 


rf^ 


lnl<'\ur<)ns  |)ar  parlics;  en  con><M\  aiil  loujniirs  li'>  iinMiies  nola- 
lions  (a"  3ii ),  nous  axons 

•'0  '0 

Puisque  nous  supposons  <I>'(o)  ^  o,  les  deux  premiers  termes 
tendent  \ers  zt-ro  a\(M'  o.  La  conver<;enee  est  d  ailleurs  uniforme; 
ceci  résullc.  jxnir  le  prciniei-  Icriuf.  de  ••e  (pic  <I>(a^-o)  est 
burnc-e.    (jiic|>    ipic    xnciil    ./•.    y.   et    o:    puni'    le   deuxième,    de    ce 

(pir  -  <l>  I   >o)  est  au   plus  é_<;al  à  <piahe  loi^  I Hscillatiou  maximum 

de  /'  dans  un    intervalle   détendue    "îo,    pris   dans  («,   /y);  reste  le 
troisième  terme.  L'ordre  de  grandeur  de  ce  terme  est  Je  même  rpir 

celui  de  0   /      ^ -<//.    j  élaul  cli()i>i  |)()S]lit  (pielconque.  Or  on 

|)eut  prendre  [îi  assez  j)etit  pour  tpie  Ton  ait.  dans  i  o.   j), 

o     C  '{'(7-T-  0)<(/-f-0)E<2£^ 

î  ('-taiil  |)(i^ilit  arl)itrairenient  choisi.   Alors  on  a 


0  /^•""^-'^v^<.Eo  r  ^  = 


>£  ~  <ii. 


La  sec(nide  transformation  de  la  condition  de  convergence  en  un 
point  est  ainsi  justifiée.  Pour  que  la  même  transformation  soit  jus- 
tifif'-e  pour  la  condition  de  convergence  uniforme  il  suffit  de 
remar([uer  que  le  choix  de  3,  correspondant  à  t.  peut  être  fait  indé- 

I               .1.1                               ^    r*<\ut  ^  o)    ,  , 

pendamment  de  x  et  de  prouver  que  o  /     ^ dt  tend  unitor- 

mément  xers  zt'-ro.  Or  cela  résulte  de  1  iné'iialité  évidente 


u 


'\>  {t  -^  z  ) 


dt^^±;  i    .{.,/_  r: ,  dt. 
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!l  u'ii  |)iis  ciicoi'c  {'•[('•  (IriiKiiilit'  (|U('.  (hius  l;i   coiidilioii   de   (Mimci- 

aeiire   iiiulnniir.  (ni  iimi\;iit    rciiinliicfr  I  int(''i;iiilc  de  o  ;"i   -   |»;u'  la 
~  I  I  ■  -i.   '       . 

iiM^'ine  Intégrale  |>i'ise  d«'  o  à  y..  iNinr  iiioiili'er  que  eela  esl    [)(•^^ll)le 

il   nous  sidfiià.  d  apirs  ce  (iiii  piiTcdc.  de  iiionlrer  fjue 


|o,/-o,_.U^^, 


t 


Iciid   iiiiilonuéiiu'ul    \ers   o    avec    o.    Or  cela   rc'sullc  de   !  iiK'galité 
é\  i dente 


/  /  ce .  '  '  . 

*-  a  'a 

~-    I        |/(>  — -2  0) — /(',r  )|r/./-. 

37.  (ondilLon  (le  M.  I)ini.  —  Il  a  éh'  dt-montré  incideni- 
iiicnl  an  n"  3i  <|ne  S„  tendait  \ers  /('rn  «juand  '^  a\all  une  inté- 
grale de  »)  à  ->  donc  la  série  de  i'oiuiei  de  f  est  roin'en^entc  au 
point  X  si  'hit)  a  une  inlémrale  dans  (  o,  "  \  •  Il  est  é\idenl  ([ue  •!/ 
et  y  ont  on  nont  pas.  en  nuMne  temps,  wm^  intégrale  dans  (  o,  -  j;  on 

pent  donc  remplacer  'l  [)ar  y  dans  renoue»'  pr«''cédent.   Si  l'on  se 

reporte  à  la  d«''(inition  <le  y  on  |)onrra  dire,   en  paitienlier.  (jue  la 

,     •       ,      r-  •  7      r  ■     ,  ■   \.f  ^-r  —  I  )-     /"'•'"»! 

scrie  de  rouficf  de  /  conve/-^e  au  point  ./■  si  I 

a  une  intéiirale  dans  tout  intervalle. 

Ces  conditions  de  convergence  ont  été  données  par  M.  Dini  pour 
le  cas  particnlier  des  fonctions  intégrables  au  sens  de  lliemann('). 
On  pourrait  démontier  facilement  qu'elles  rentrent  comme  cas  par- 
ticuliers dans  l'énoncé  du  n"  33;  on  pourrait  aussi  en  déduire  une 
condition  de  convergence  uniforme.  Je  laisse  (oui  cela  de  C('>té 
pour  d(»nner  les  énoncés  piii^   pari  iculicrs    (pie    celui   de  M.  hini. 


(')  Série  cl  i  Fourier  e  rappresentazioni  (inaliliclie  dette  f  un  zioni  <ti  iina  ca- 
lialiilc  reale.  l'ise,  iSSd. 
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Nous  (»l)licii(li()U>  (l(;  lfl>  ('■ii(»iu(''.s  cil  ;t|i[tli(|iiiuil  ;i  l'i>  I.  jy  j  ou  à 
f{x-^l)-f{x) 


(IfS  crilèics  coiiuusdc  fom ('rj;cn(M*  dos  iiiU'"j;ral<'s  ;  ceux  de  Caucliv 
cl  de  Bertrand,  par  o.vrinple.  Bornons-nous  aux  prcuiicrs  :  on  \(»it 
alors,  en  jjarliculier,  (jue,  si  l'on  a 

11(1  M  el  0  sont  (1rs  nombres  positifs  (^onslants  (jdeU.onfines.  Ld 
série  de  Fonrier  de  f  est  convergente  (tu  point  ./■  parce  que  le 


f(x 


/i'.r,| 


critère  de  Caucliy  sappliquc  à 

(^ettiM'ondilioii  (le  coux  (M:;ence  est  souscnt  désignée  sous  le  nom 
de  condition  de  Lipsrhitz  hien  (pic  Lipsclulz  n'ait  ('nonce  (luune 
condition  assez  dillcrente  (jui  est  une  condition  de  conxergence  uni- 
l(unic:  <»n  la  rencontrera  j)lus  loin  (  n"  39). 

In  énonce''  plus   j)articulicr  encore   est    relatif    au  cas  où  h^\. 

Il           f  [  X  —  t  1  —  /'(./■),  ,  ,       .  ,  I  .    •     .     I 

Alors-: ^ ctaiil  hornc,  /  a  >cs  nombres  dcrix  es  born<'S 

au  point  x.  La  série  de  Fonrier  de  f  est  convergente  cm  point  x 
si,  en  ce  point ^  f  ci  des  nombres  dérivés  born('s  et  en  pcirticulier 
si,  en  ce  point ,  f  ci  une  dérivée  déterminée  et  finie. 

.Nous  aurions  eu  des  énoncée  plus  i;énérau\  en  opérant  Mir  'l  ou  y 


aii  lieu  (I  opérer  sur 


fix  —  t  )  —  /'(.r  I 


38.  Kxemph's  de  fonctions  dévebippobb's  en  série  de  Foii- 
](er.  —  \  oui  des  exemples  qui  montreront  quelques-unes  des  sin- 
gularités que  peut  présenter  la  somme  dune  série  de  Fourier. 
l'renous/^.r)  telle  que 

fi.x)  -^/( —  x  )  =  o, 


.), 


/(o)=A::)=/(^j=/(^)=/(^)=...=  o, 
f{x)  =  i  pour  __>j.  >^^_      ,/,  =  o.  I,  ■.>., 


/(^)=-i 


liV'+i 


>^> 


-       (/?  =  o,    I  ,  '2,    .  .  .). 


La  série  de  Fourier  de/(.r)  est  partout  ion\  eri;ente  parce  que, 
quel  que  soil  .r,  c5(0  est  nulle  pour  t  assez  petit.  Cependant /(jr) 
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présente    des    points    de    discontinuité    de  première   espèce   :   les 

points  ~,  — '  -^'  •  ••'  '[iii  sont  des  points  r<'"guliers.  Lorigine  est  un 

point  de  discontinuité  de  seconde  espèce. 

Changeons  f{x)  dans  les  intervalles  où  sa  \aleur  était  rir  i   de 

manière  qu  elle  devienne  é^ale  à     là  où   elle  était  égale  à   i   et 

V'i-''I 

à ^=^  là  où   elle  égalait  — i   ( — -<]./■  <^—- ").  \f[x)\  a  une 

vV'l 

intégrale,  fi-^)  a  une  série  de  hOurier  et.  comme  '^(/)  a  toujours 
une  dérivée  pour  <  r=  o,  cette  série  de  Fourier  con\erge  partout 
\ers  f(-T).  La  fonction  f  {x)  présente  les  mêmes  singularités  que 
précédemment  et  de  plus  elle  est  non  bornée. 

Voici  maintenant  un  exemple  de  fonction  non  intégrable  au 
sens  de  Rieniann  et  cependant  représentée  partout  par  sa  série 
de  Fourier.  Il  nous  suffira  de  délinir  cette  fonction  /dans  (o.  27:). 
Nous  supposons  marqué  dans(o,  ^i-)  un  ensemble  fermé  E.  donto 
et  27:  font  partie,  de  mesure  non  nulle.  La  fonction  f{x)  aura  les 
points  de  E  pour  points  de  discontinuité,  elle  ne  sera  donc  pas 
intégrable  dans  (o,  9.t.)  par  la  méthode  th;  Riemann. 

Soit,  d  autre  part,  une  lonctnm  rô(/)  continue  et  bornée 
dans  (o,  ce  )  qui  a  partout  des  (b'-rivées  premières  et  second(^s  et 
telle  cpie  ra'(/)  ne  s'annule  que  pour  les  valeurs  entières  de  i, 
pour  lesquelles  on  a 


7n(^  )  =  I 


t  — 


Soil  (r/,  h)  un  iiiter\alle  coiitigu  à  l{.  c  est-à-dire  un  intervalle 
dont  les  er.lrt'-mités  appartiennent  à  E  et  cpii  ne  contient  pas  dautre 
point  de  E.  Nous  supposons  1'^  tel  (pu-   tous  les  inter\alles  (  <7,  h) 

soient  de  longueur  inférieure  à  -•  ^ous  prendrons 


•^("'=^é['"-^)^"(^y 


^b 


de  (:/ jus(pi  a  la  |)lus  grande  valeur  a~c  qui  ne  surpasse  pas 

et    pour   laquelle    cette   dérivée    s'annule.    De  a -\- c   à   b  —  c  on 
prendra  f  =  o  :  Ae  b  —  c  k  b  on  prendra 


/(.^=i^[(i-,,,=.(;^-!-^)]. 


si':nir:s  ni:  roi  iiii:u  (:i)NM:n(.i;Mr.s.  Ofj 

Il  ol  ('•\i(l(iil  (|iic  SI  775(^/1  lu-  tend  vci'>  Jiiiciine  liiiiilc  (|iiiiu(l  t 
cioîl .  /  ailmcl  Ions  It's  points  de  E  pour  |)()iiils  de  diseoiiliruiilé  de 
seconde  espère  ;  dnilleui-s,  eu  |)ren;int  /=  o  pour  les  [)oints  de  E, 
yesl  bornée  si  m'est  honu'c.  ce  (pic  nous  sii|iposerons  ('  );  alors  f 
a  une  série  de  I^'ourier. 

Cette  série  de  louner  converge  vers  /'en  tous  les  points  rpii  ne 
Idiil   |ias  [lailic  de  E,  parce  (pi'cn  ces  points  y'i.r)   a  une  d(''ri\éc. 

S(til  ./•„  un  poiiil  de  |-..  on  \  a  voir  (pie  \- — — —  a  une  intégrale.  Soient 

[f(,  h)  un  mlcrvalle  continu  à  E,  c  le  nombre  précédemment  délini, 
et  supposons  ii-rx,^.  On  a  x — T^^'^  x  —  a  dans  («,  rt-hc), 
X  —  Xo  >>  X  —  a'^  h  —  ./•  dans  (h  —  r.  //).  donc 


/ 


dx 


f(  .T  ) 


dx 


-/ 


\/(x) 


dx. 


La  dénionsiralion  serait  la  nuMiie  si  l'on  avait  b'^x,^. 
On  a 

J  X  —  a  J  \  J-  —  a  /  .  '  X  —  c 


carra  est  une  tonclion  |)osilive.  m  est  inféi'ieure  à  i,  donc 
J  X  —  a  J,  t 

Soit  •'  le  plus  iii'and  entier  non  supérieur  à  -»  on  a 


dx. 


fljill}},lr,y    f^'\jiiL 


1 


Vj{/1  ^-  l)  TO  (  //   t 


=  1  ;^  <  :7^, 


(')  Les  conclusions  restecaient   (^xactes   sans  cette  supposition;    voir   mon   Mc- 
inoirc  des  Anna/es  de  r  Ecole    Norniale  ;  oclubre  igoS. 
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Coiiiinc  •'   esl   au   moins   ('j^al   à    >,  car  c  csl   au    iWus   éj^al  à  77, 
esl  au   plus  ('';;al  à  — - —  .  doue  iiilV'iieur  à  :îf. 


1^  inléi^rale  de 


/<■'■) 


par  suite  iutV'rieure  à  \(  h  —  «)  :  donc  Finlégrale  de 


dans  (<■/,  /.' )  esl  done  inférieure  à  8  c  el 

■ prise 

,r  —  x^     ' 

de  0  à  1-  est  inférieure  à  <St:.  Coiunie  on  a  /"(.ro)  =  o,  on  voit 
que  la  condilion  de  M.  Dini  est  remplie  au  jioinl  ./•„.  la  srric  de 
Fourier  de  f  eo/nerge  tlonc  par  tout  vers  f  \  '  ). 

39.  Condilion  de  Lipscliitz-Diui.  —  Les  conditions  de  con- 
verj;ence  qu'on  \a  trouver  sont  surtout  intéressantes  comme  con- 
ditions de  converf.;ence  uniforme.  Supposons  '-^{t)  continue  et 
désij;nons  par  A  (  o")  le  maximum  de  |  a  (t  +  0  )  —  'f  (  /  )  |.  alors  on  a 


r^ 


■^'^^^P^^^^/.A(o,/'^=Ac8)<a-A(^..aô). 


Il  suffit  donc  que  A(oi.'^(o)  tende  vers  zéro  avec  0  pour  (piil 
j  ait  con\ergence.  On  énonce  ^('■né'ralemenl  ce  résultat  pour  le 
cas  où  _/'(.r)  xérifie  la  condition  analoi;ue;  d'où  ce  tliéorcme  : 

Sif{r)  esl  conKergei}te  d((ns  un  intervalle  (a.  h),  à  l'inté- 
rieur duquel  ][/*(xH-  0  )  —  f(x)\.  '^0  |  tend  iiniforinénient  rers 
zéro  a\ee  0.  la  série  de  Fourier  de  f  eon^^'erge  unifor  nié  ment 
dans  tout  intervalle  (  a,,  l>^  )  coni jdèteinent  inlérieu)-  éi  {a,  b). 

Celte  j)ropriélé  r(''sulle  des  raisonn<'meuls  de  Lipscliilz  {Journal 
de  Crclle,  t.  63  )  très  difrércnts  de  ceux  du  texte;  mais  Lipscliit/. 
n'avait  conclu  (pie  pour  le  cas  plus  particulier  où  l'on  a,  dans  toul 
un  intervaih', 

1/1. /--h  0)  —J'i.r)  ]  <  M  3^, 


(')  La  fonclion  /'(  .r  )  du  lexlc  n'est  pas  cntiririiieiil  déleriniiu-r  ;  poiii-  ([n'ellc 
le  soit,  il  faudrait  iiomnier  un  ensemble  M  et  une  fonction  n  satisfaisant  aux 
conditions  indi(iuées;  cela  ne  présente  ]»as  de  diflicultés.  Dans  tous  les  cas  /  est 
une  fonction  dérivée  non  inlégrable  au  sens  de  liieiriann;  si  Ion  remplaçait,  dans 
la  définition  de  /.  î^  (  /  )  par  sin/.  on  aurait  la  première  fonction  dériv(-e  mm 
iutégrable,  au  sens  de  lliemann.  (jui  a  iH(;  cdiistrnilc:  elle  est  due  à  ,M.  NOJierra 
\Sui  principii  ciel  Calroln  intégrale  {  Giorniile  de  Jidttaglini,   i8<SijJ. 
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M  cl  7.  ('-l  il  ni  |)()>ilirs.  Li|»>(liilz  «iKiiK  Mil  ;iiiisi  une  conflit  MHi  (le  <oii- 
vcri;encc  iiniloiiiic  (jin  cni  rc>|)(in(l  ii  \,i  cninlilnpii  «li-  convergence 
<'n  lin  |toinl  énoncée  nu  m"  Al.  (!e>l  \I.  iJini  <|ni  ;i  için;ii(|ué  ](t 
|)reniier  (|nc  le  raisonnenicnl  île  Lipscliilz  conciiiisiiil  ;i  une  coiiclu- 
sion  |)liis  ('Iciidne  (  Sopra  la  série  di  Foiiiier.  l'isc.   i<Sy •^~). 

10.  CoikUlIoII  (le  M.  .loi'ltiii  et  eniidil  imi  <le  I  h' i  leli  ht .  — 
l'oiir  arriver  à  ces  condilions.  |c  \ins  ('•iioncer  <|ne|(|iie-  I  li(''oiciiies 
inlermécliaires. 

La  série  de  Foufier  de  f  est  couver i^enle  au  poiiil  régulier  r, 
.si  V  une  des  fonctions  •/  (t)  on  'l{t)est  monotone  dans  (o,  ai  (n^l^i. 
Su|)[)os(Uis,  par  exf'iupie.  y  (I(''c|((|nn;iiiIc.  alitrs 
.a  ..a 

/     !//^-^^^»-/.(0^// =  /     I  7.(0 -7." -:'>;!'// 

=  ^       'l\l)clt~    j  /i/u//. 


Les  deux  inU'^ralcs  du  Iroi^ièinc  nienihre  lendcnl  cvulcninienl 
>  cr>  zéro,  car  on  a 

I    f     yjj)dt    ^2L,  Z'"     'yj()dt\^-     r      \':f{t)\dl; 

\j.  ([ni  désigne  la  limite  supéi'ieure  de  j'^|  dans  (  o.  'oi.  lend  vers 
zéro  |)uisqu  il  s  agit  d  un  poinl  régnlier.  pour  lecpiel,  |jar  consé- 
^pieiil.  '^{t)  est  nulle  et  continue  pour  /  =  o. 

Si  la  condition  sup|)osée  était  remplie  dans  loiil  un  inter\alle 
(c/,|,  bé)  complètement  inlc-neui-  à  rinter\;ille  de  C(intiniiil('-  (  n,  h  i. 

1^  <'t   /      \'^il)dt  I  tendraient    uni  loriné'inenL  \ei's  /.('Vu  a\eco.  donc 

on  serait  assuré  de  la  con\  (urgence  unilorme  dans  Uz,.  />,  i. 

(  )n  peut  encore  affirmer  la  convergence  de  la  série  de  |-ourier 
iiu  point  X  lorsque  y  est  la  diU'érence  de  deux  fonctions  mono- 
tones y,  et  yo  telles  que  cp,=:/y,.  '^^  ^ /y^  tendent  vers  zéro 
avec  l.  Lorsqu'il  en  est  ainsi  y  est  à  \ariation  l)oi-née  dans  (7,  ai, 
/  ^  c>,  nous  allons  calculer  Tordre  de  grandeur  de  sa  \ariation 
totale  c(^). 

Si  les  fonctions  yi  et  y.j  sont  décroissantes,  on  a 
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et,  connue  les  (|ii;mlilrs  entre  crocliels  sont  positives,  il  en  résulte 
'/lit  )  —  -/.,(  a  )i;/>i  /;.  /_,(/)  — y,  (a)  ^«(^), 

pit^  et  /?(/)  élanl  les  varuitions  tt)lales  positives  et  néi;ali\es 
de  '/(O  tlans  (/.  a)  (n"  4).  Puisque  {-[t)  =  p[l)  -\-  n  (t),  il  est 
évident  que  /  4'(/)  tend  \ers  zéro  avec  /. 

Réciproquement,  si  /  vit)  tend  \ers  zéro  avec  l,  il  en  sera  de 
luème  de  t//(l)  de  //?(  /)  et  aussi  de  /  y  i  i  /  ).   /'/jf^)   si  l'on  prend 

y ,  (  n  =  y  (  -/  I  -h  I  /  (■  a  1  j  -1-  /M  /  ,1.  y  o  (  /  )  =  I  y  ('  a  )  I  -^  p{(  ). 

Ainsi  :  /ff  séi'ie  de  Fourier  ro/Hcrar  dii  prnnt  x  vers  la  Jonc- 
lion  s  il  (\st  jiossible  de  trouver  a>  o  tel  que.  quel  que  soit  t  y^  o 

dans[<.),  a).  y(/)  ou  ']>(/)  soit  à  variation  bornée  dans  (/,  a),  la 
variation  totale  correspondante  r(/ 1  croissant  assez  lentement 

avec  -  pour  qui'  /n  /)  tende  vers  zéro  avec  t. 

Calculons  les  limites  su|)érieures  J>|  et  i^;.  de  es,  et  'c>-<  dans 
(o,  2  o).  Puisque  dans  (  o.  20)  on  a  |  C2,  |  :_  2  oy  1 ,  on  a  aussi 

^'i  zz  i^  !7.<^.*  1  -1-  '-i^"  /M  20  ), 

et  une  inégalité  analot^ue  pourLo.  Donc,  en  utilisant  les  iii(''<;alités 
('crites  an  commencement  de  ce  nuim'io.  on  \oit  (pie,  si  la  condi- 
tion précédente  est  remjdie  dansia^.  />,  ).  intérieur  à  l'inter- 
valle de  continuité  (  a,  //).  et  si  t  vi  t)  tend  uniformément  vers 
zéro,  la  convergence  de  la  série  de  Fourier  est  unifoime 
dans  I  rt, .  6,  ). 

Soit  enfin  '-i(/)  continue  à  l'origine  et  à  Nariation  bornée,  soit 
(•(^)  sa  variation  totale  dans  (  o.  /*;  v  {t)  est  continue  et  nulle  pour 
t.  =  o.  La  variation  totale  vit)  de  C5  dans  [t,  ,5)  (o  <  ^  ■<  |j<  a  ) 
est  c{|j)  —  ^'id\  donc  celle  de  y.  qudn  notera  A  (/).  dans 
(/,  a)  =  (  /,  |îi  )  -h  (  j.  a),   sati^fait  à  l'inégalité  (11"  -4; 

Avec  cette  formule  on  reconnail  que  /  V( /)  tend  \ers  zéro 
avec  t.  puisqu'on  peut  prendre  j  tel  (pie  c(|j)  +  j  C5('[j)  j  soit  aussi 
petit  que  l'on  veut:  lorsqu  il  est  jiossihle  de  choisir  [i  indépendam- 
ment de  Xj  L  \  (/j  tend  uniformément  \ers  zéro.  De  là  un  carac- 


siauKs   \)i:   loi  itiin  i  ()\vi;ii(;i:mi:s.  -'i 

IriT"  fie  conNcrgcncc  cm  un  point  (pic  )c  n  ('iioncc  p;is  et  le  r.Traclère 
(le  c(iii\  crgence   iinilnnnc  lucii   ciiiinii   <pi  on  «loil   ;i  M.  Joi'(l;in  (  '  )• 

L(f  série  de  Fod rirr  d' une  foiicliuii  f  roin'eri;^  vers  la  f onc- 
tion en  tous  les  points  de  conlintiiLé  et  en  Ions  les  points  ré  mil- 
liers d  un  intervalle  (A,  B)  oii  f  est  à  variation  Ijornée  ;  la 
eonsergence  est  uniforme  dans  tout  intervalle  {a ^^  h^)  eoniplete- 
inent  intérieur  éi  un  intervalle  de  van  tin  iiité  la.  Ai.  intérieur 
lui-même  ii  (  \.  H). 

Celle  eondilion  Ai'  comerfienee  eonlieni  coniinc  cas  parlieulier 
la  célèhre  eondiliim  il  ne  à  Dîne  h  Ici.  la  j)reniicic  ipi  i  lut  connue  ^  -  i. 

La  série  de  l:  ourler  d' une  fonction  J\  satisfaisant  aux  con- 
ditions énoncées  au  n"  3  sous  le  nom  de  condilions  de  DiriclilcU 
converge  vers  la  fonction  en  tous  ses  /joints  /éa uliers  et  cela 
unifo/niément  dans  tcuit  intervalle  complètement  intérieur 
éi  un  intervalle  de  continuité . 

\\\  11"  \\  il  est  dit  ciî  |)arti<iilicr  (pic  la  fonclion  /  f-l  l)(»rn»''e:  on 
renonce  parfois  à  cette  reslnelioa  pourvu  rpie  1/*  ait  une  inl(''iirale. 
Hien  dans  nos  raisoniieinents  ne  siipjiosant  cpi  il  >  ai;i>se  d  une 
l<niction  l)orn(''e,  la  conclu>!oii  iiidKjuée  reste  c\aele  |)(jiir  ces 
loin  tiiins  non  bornées  salisfaisanl  aux  condilions  de  Dii'iclilet. 

Diriclilet  ('■noneait  (N-lle  condition  :  /  na  (pi  un  noinluc  (ini  de 
points  de  diseonlinnit('.  (leltc  eondilion  lui  élait  indispensable 
})arcc  (pià  l'époque  de  Diiielilel  on  ne  savail  pas  int(''i;rer  les 
lonclions  ny  salisfaisanl  pas.  Pour  se  débarrasser  en  partie  de 
celle  reslriction.  Diindilel  a  étendu  quebjne  peu  la  notion  d  in- 
légrale  el  l'a  appliquée  à  ceilaines  fonctions  avant  une  intinitc- 
de  points  fie  discontinuité.  Ces  travaux  de  Diricblet  ne  nous  sont 
par\  eiiu>  que  par  le  M(''iiioire  de  I,ip>cliit/,  d(''jà  cil(''.  Lc^  lra\au\ 
de  M.  .Jordan  ont  pernus  de  laisser  enlicrenienl  de  ec'itf'  la  reslric- 
lion  fie  ])irichlet.  de  sorte  que  le  ihéorèine  reste  exact  si,  par 
fonction  satisfaisant  aux  conditions  de  Diric/ilet .  on  entend 
une  fonction  /"qui  ne  cesse  d'être  croissante  pour  devenir  décrois- 
sante ou  inversement  qu'en  un  nombre  fini  de  points  et.   de  plus. 


(')  Comptes  renc/ lis,  i.SSi. 
(-)  Journal  de  Crctte.  l.   'i. 
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lelle  qiio  \f\   ail    une   intégrale.   Noire  déinonslralion  est  Aalahle 
|)()iir  ce  cas. 


JI.  —  A 


PPLIC AXIONS     l)I\  KUSKS. 


il.  Formitb'  de  Fourier.  —  T^es  résultats  obtenus  jusqu'ici  sont 


relatifs  à  la  (-onvergence  de  rintégrale  -S,^ 


-rS„  = 


—  0 


-/(Ou/0, 


(jiiand  //  augmente  indéfiniiuenl .  Nous  avons  \u  que  la  liniile  de 
cette  inlé'giale  restait  la  même  (juand  on  rét<'nil  de  [îi  à  •'  au  lieu  de 
l'étendre  de  a  à  v,-  +  a.  |)Ourvu  (|uc  Ton  ail  [j  ■<  .i"  -<  "'  <<  ^  -h  a-. 
11  existe  toute  une  (lasse  de  ibnctions  '^(n.  H)  des  deux  \a- 
riables  n  et  H  qui  jouissent  des  propriéti'-s  suivantes  :  i"  pour 
une  eertaine  valeur   r  de  H  la  fonction  z,(  //,  0)  eroil  imbdininicnl 

avec   n  :  2"   /     C2(  /<,  H)  liH  tend  vers  zéro  avec  u  pour\  u  (pie  .r  nap- 

jKirlienne  |)as  à  linterxalle  (T:i,  y);  .V'  au  contraire  cette  intégrale 
tend  vers  une  limite  déterminée  et  non  nulle  quand  n  croît,  si  .r 
est  intérieur  à  l'intervalle  (  jS,  *');  cette  limite  est  alors  évidemmeni 
indépendante  de  ^j  et  *'.  Ces  intégrales  ont  recMi  le  nom  d'i/itr- 
grales  suigulirrcs  :  dans  beaucoup  i\<'  cas  on  j)cut  démontrer 
<[u"une  intégrale  est  singulière  el  recberclici-  sa  limite  en  utilisant 
des  raisonnements  analogues  à  ceux  (pii  ont  ser\i  à  1  élude  de  l'in- 
tégrale singuli('re  7:S„. 

C'est  d'ailleurs  toujours  |)ar  l'emploi  des  méthodes  qui  con\ien- 
iient  au  cas  de  ~S„  el,  en  |)articulier,  par  l'emploi  des  théorèmes  de 
la  moyenne  (pi'oii  a  éludi(''  les  intégrales  singulières  plus  générales. 
Le  principal  inic'ict  diine  telle  élude  c'est  (piellc  jxriiicl  de 
démontrer  du  même  coup  la  |)Ossibilil('' de  (lévelo|)j)er  une  fonction 
en  série  de  Fourier  et  en  d'autres  S('*ries  particulières  comme  celles 
dont  les  termes  sont  des  polvnoines  de  Legendre  (  '  ).   Je  vais   me 


(')  On  puiirra  cuiishIUt  à  ce  sujet  !'<  )ii\  i'ai;e  fiéjii  cité  t\c  M.  l>ini  :  Série  de 
Fourier  e  allra  rejiiezentazioni,  etc.  el  le  't'oiiie  II  du  t'oiirn  d'Analyse  de 
M.  Jordan. 
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(iiulciilci-  ici  (ri'liulicr  l'iul(-j^ial(;  de  l'uiiricr  Ucs  \oisiiic  <lr  I  iiilé- 
grale  "S».  On  ;i 

0  d^\ 


-rS„=    /  y(0)siu«(:r  —  Oj  col 


^2  7:+  a 


0  )  cos/n  ./•  —  ')  I  SS 


du  llu'orè'nie  de  Ricinan.  siii-  la  limilc  des  inodnlos  dos  rofffi- 
cienls  des  séries  de  homicr.  il  i<'siillc  i|iir  la  deiiiirre  iiil(''i;ralc 
de  légalité  préci'drnlc  ti'iiil  \crs  /.('-n)  (|ii.iiiil  //  (mil.  i*ar  --iiile. 
sil  s'agit  d'une  InnditMi  /navaiil  (juc  (!(•>  |h)1uI^  di-  discitnlinuilé 
de  j)reniière  espèce  el  dont  la  série  de  Fuunei-  oL  convergente. 
on  a 


lin 


j  /(fi)  sin/i(>—  0;  col' — - —  dH  =  -  |/(  j^  -i-  o  i  -;-  /C.r  —  o  i]. 


Siinposùns  en  |)ai'licidici- <[iie  /"  sinl  à   \arialinii    IjoriK'c:    alois    \\ 

en  est  de  même  i[('     •      ^  tang'^^ el   l'on  ncul   a|i|)li(nici-  à  criic 

liinclicHi  la  toi'mule  pi-(''cé(lcutr.   cr  (|ii!  dniiiic 


f 


■  /<  ')  I 


siii/i(  X —  0  j  c/'J  =  -I/(  vT  -i-  o;  -^/(  .r  —  o;J. 


.Iiisipiici  nous  a\ons  suppose-  cpic  /lOi  é-lait  de  pt^iode  '.-r.  <•! 
alors  le  choix  de  a  importait  peu:  si  /' (  0  )  n"a  |)as  la  pc'iiodc  ■>-  \\ 
iaul  prendre  a  de  telle  manière  (pie  ./•  soit  inlé-rieur  à  (  a.  9.T.  —  a  ). 
Pour  rendre  lixes  les  limites  <le  notre  intégrale  reuiar(pion>  que.  si 
|/('j)l  existe  et  a  une  intc'-grale  dans  (' —  x.  -r- ^  )  i  't.  <>i>  a 


I  t/0 


[)0ur  [j>?.-  — a    la    première   intégrale  du    >('C(uid   mend)ii'   icnd 


(')   L"intcgrale   dans   un    intervalle   infini   se   ili-liniL  coninn-  (l,iti>   nn   inlei\alle 
fini,  de  sorte  que  /  n'a  une  intét;rale  que  si  [/     en  a  une. 
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vers  zéro  ([iiand  /?  croît,  car  x  est  extérieur  à  i '>.- -^  a,  3);  d'autre 
part  on  ])eiit  |)ren(lre  ,j  assez  i;i-an(l  pour  (|nc  la  seconde  intégrale 
du  second  nienil)re  soit  aussi  |>etite  que  l'on  veut:  donc  rinté<;rale 
du  premier  niem])r<'  tend  vers  zi'ro  rpiand  n  croît. 

(Jn  peut  raisonner  de  juènie  poiii'  rinl('';irale  étendue  de  —  x  à  a  ; 
cela  nous  donne  le  l'ésultat  suivant    : 

Si  /i  0  )    est    à    variation     bornre   dans    ( — x.    —  x)    et   si 
I         |y(^'  1  ^^^  'i  11^'^  sens,  on  a,  en  tout  point  i-épulier, 

lini     /  ^;—^-^\nn[x  —  ^i)d^\  =  -[f{x-~-o)^f{x  —  0)\. 

Cette  formule  esl  connue  sous  le  nom  de  fornuile  de  Fourier . 
Il  serait  l'cuile,  bien  entendu,  de  la  démontrer  dans  des  cas  plus 
i;é'néraux  et  de  la  démontrer  directement:  il  serait  facile  aussi 
(1  ('-tudier  la  converi;ence  unilorme,  cpiand  n  croit,  de  \  intés^vale 
de  Fourier  ([ui  li;mire  au  |)remier  membre  ilc  la  formule. 

Fourier  a  obtenu  -«a  tormule  S(jus  une  aiitri-  foiiiie  qu  il  est 
intéressant    de   connaître:  p'    ne    la  d(''monlrerai    (pie    dans    le    cas 

1res  sim|)le  où     /         | /'i  0  1  '  c/O  a  un  sens  et  où  il  n'existe  qu  un 

nonibi'e  fini  de  jtoints  en  l.esijufds   f\  h  )   eesse   de  eroitre  pour 
décroître .  ou  in^-ersenxeiU  :  y^w-^wyyw-evw.  Av  plus  comme  plu-^  luiul 
([ue/"n'aque  des  points  ré^ulieis. 
Remar(juons  que  Ion  a 

s i n  /i(  j-  —  0  ) 


-i 


COS'i  i T 0  )  f/v. 


X  —  0 
de  sorte  qu'on  peut  ('crire  1  intéi^rale  de  Fourier  ]■'„  sous  la  bjrme 

F„=   f  f  /(  0 )  cos ^t(x  —  0  )  ch  dO 

=    liiii     /        /       f(H)cos'j(x  —  H)(thd-j. 

Donnons  à  V  une  valeur  quelconfjue,  l'intégrale 

,-.  -f-  rt 
/        /(  0;  cosv(>  — 6)  rff) 


skuiks  m:  Foiitinn  r;oNvi:iif;i:Mn:.s. 
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;i    iiiic    hiiiilc    |)(Mii"   r/ _—  X    <|iii    f'sl      /  /'(O)('osv(.r  —  0)c/0<'LI;i 

dlIlcTcilcc    ciilrt'     I  inh'm'iilc    d    s;i     liiiiilf    r-<l     horin'c,     (|imI>    (Iiic 
•soienl  (t  cl  v;  nous  soiiinics  donc  (I;iiin  un  cii^  in     I^  i  où  l'on  .1 

F„  —   I i ni     /        /        /(  0  )  cos  V  (or  —  0  )  M  di 
=  /        /         /(■O)cosv(.r  —  0  )d^)(h. 


l'H'ni|il;irons    luainlciiiinl     hi    \arialj|c    disconl nuir    // ,     par     une 
\ariahlc  coiihnuc  ([iiOn  noiera  //,  -j-  ^,  (:;  <^  i  );  on  a 


'„+;— F„=r      (       ./■(  0  )(■<)>(/< -4- v)(. 7-  — Oi-'/fU/v 


Partai^cons  l  inl(''i;ralc  ([v  —  x  à  ^J-  x,  (|iii  lii;ni('  dan>  celle  foi'- 
inule,  en  des  intéi;rales  pi-iscs  res|)ecti\  ciin-iil  de  —  -jz  à  — «, 
do  — -rt  à  -4-  r^  de  ^/  à  -j-  x.  <  )ii  pciil  taire  eu  sorte  (|iie  la  pi-çinière 
et  .la   Icoisièine  aient   nne  soniiiie  iniV'i'ieiii-e  à  I*  eu  \aleiir  ai)Solne. 

(hianl    à    I  int(''i;i'ale  de   — a   à    -\- d ,    elle  est    de    Tordre  d(;    — '■ , 

n  ^   1 

M  élant  iixe  (  n"  !27).  Donc,  puiscjue  c  est  ini(  rieni'  à  1. 

1  Vn^z-  F„  |<  P  c  -  M  t^  f  I  -  ^  )  <  P  -  M  r  (^,  ^  L  V 

I*  peut  être  pris  à  \olonté,  M  est  indépendant  de  «■/.  donc  V„-^z 
el  F„  onl  la  même  limite,  l'ar  suite  :  clans  les  cuii'/i  t  ions  in  liqiiées 
on  a,  '}.  élcmt posidf  (inelconiiiie, 

-[/(^  +  o) -i-/(-^  — ">]  =    ''"'      /  /  /(  Oj  COSV(>  —  Ojc/O  Û^V      (1). 


(')  On  écrit  gcuérali-meiit.  le  sec(jiul  meniiire  sous  la  lurnif 
/        /        /(  0  )  cosv  (.r  —  0  )  dh  c/v, 

mais,  avec  les  conventions  adoptées  ici,   du  lait  que  /      o{'t)d^t    a    une    limite 
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i!2.  Foi  niul.es  soniindtoircs.  —  On  a  \  u  que  lintégrale 

.r  — 0 


'"=     /     ,.__()         fK'y)d^^ 


a\;ul.  pour  //  =  oc,  une  limite  indt-peiKlanle  de  I  inter\alle  auquel 
on  léteud.  |»(>ur\u  cependant  que  cet  inlervajle  et  la  fonction  f{H) 
satisfassent  à  certaines  conditions.  Dans  ce  qui  suit,  on  \a  sup- 
poser, ce  qui  sera  I)ien  suffisamment  général,  fiH)  à  \ariation 
horné'c.  iiiai>  on  ne  sujjposera  plus  /(O)  périodique.  (  Uielle  est  la 
limite  de  1„.  si  on  étend  cette  intéi;rale  à  rinter\alle  (A.  Bj? 

J'out  d  ahord  on  peut  toujours  su|)|)oser  B  —  V  multiple  de  2-, 
car.  si  cela  n  ('-tait  pas,  et  si  l)|  —  \  t'iait  un  multiple  de  27:, 
B,  étant  supérieur  à  B,  on  j)()Uirait  étendre  \„  de  A  à  B,,  à  con- 
dition de  faire  /(0)  =  <)  dans  (  B,  B,  ).  Ceci  posé,  partai;eons  (A,  B) 
en  (A,  A  +  2-1.  (A  +  2-.  V  +  \~),  . . .  et  appliquons  à  chacun  de 
ces  inters ailes  les  lésulhits  liouvés.  nous  obtenons 

li'"  ^  -/(  .r,  )-- /(.r,) -:-...,-  i  I  a/(  \)  -  ^/(B)J, 

Xi.  X2-  . . .  étant  les  valeurs  congrues  à  x  suivant  le  module  2—  et 
intérieures  à  (A,  B),  a  (  ou  ^  )  étant  égal  à  i  ou  o  sui\ant  que  A  (ou  B) 
est  ou  non  c(uigru  à  x  suixant  le  module  27:.  Si  I  on  remarque  que 

—  1//  est  la  somme  des  //  premiers  termes  dune  série  analogue  à  la 

série  de  hOurier,  on  a,  en  désignant  par  S  la  somme  figurant  au 
second  memhrc  de  la  formule   prf'cédenle. 


Appliquons  celte  toiiiuile  au  cas  où  \  =  o.  B  =  2/?7:,  puis  faisons 

quand    \i.  croit,    on   n'a    pas    le    droit    de    cuiicliirc    à    l'cxislence    tle    l'intégrale 

>-  0 

tJien  eiUendii,  ccUc  leiiiarque  n'est  pas  une  critique  adressée  au\  Ouvrages 
classiques;  elle  a  seuletiient  pour  but  d'éviter  les  erreurs  qui  pourraient  résulter 
(le  confusions  entre  ties  conventions  dillérentes. 


sKuii:?;  m:  koi  nii:i«  roNvicnoENTics. 
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Il  I  II  I  ''  f  —  f- 

le  chaniieinenl  ilr  \;iii;il>lr  nui  icmphicc  —  pai-  >  udiis  inirons, 

pour  X  =  rt, 

-  fi  a)  -h-  fitt  -I-  oj  )  -T-  /('  rt  H-  i  oj  )  -î- . . . 

-\-  f{  fi  -i-  Il  —  1 10  I  H fi  a  ^  nvu)  =  S, 

b  =  -    /      /i/>(/( >      /       /  (  /  )  (OS  -^ d/  : 

/,     ■  •  " 

c'esi  la  foiniulc  son}n}<itoirf  de  Poisson. 

('-tilr  (ormiilf  esl  eni|)l()V(''c  ;iu  ciilciil  de  S  ou  ;iii  calcul  de  I  er- 
reur ((uniiuse   en    prenant   (oS    pour    \aleui-    approciu'c    de    l'inlc- 

L;rale  /     j\  t  \  dt\  aussi  (■>!  d   iildi'  de   |)ou\oir  a|i|ir('(iei   Toi'dre  de 

iiiNindcui-  des  termes  de  la  >vv\v  du  second  iiu'iuhre.  Ces  termes 
siuit  aiialo<:ues  à  ceux  d  une  st'-rie  de  Fourier.  o]i  aura  leur  oidre 
de  i;randcur  par  les  proc(''d(''s  indi(|uc-<  précédemment,  (n"  i27). 

A(lniell(Uis.  cil  parliculici'.  <pic  /  ail  des  dérivées  conlinues,  au 
mollis  jiixpi  a  I  ordre  >.iir.  aloi>  clnupie  terme  pourra  èlre  trans- 
l'oriiK'  par  des  jnl(''L;ratioiis  |)ar  paiiie-  successives  et  l'on  utilisera 
des  éiialités  telles  ([ue  la  sui\aiile  : 

/        f  i  I  \rn<  '  n- (Il 

I      •  to 

*   a 


I   (O       -'"  1 

-H  (-  I  )"'^'v.  (-^]       |/^"'-i'(  At  —  f  iKi-v  (a)\  — _ 

/  (0  \-^"'     I        /"''.,,,                        t  ^  (i    , 
_i_  ( ||'"W  —  --—    /      f'-^">^{t)c.o's>f>- -<lt. 


VA\  [losanl 


15a. 


I  ■>.—)'-'■'■  \  ■'.-*  i-*  '  {  ■il)'. 

OÙ  B~  est  le  a"^""^^  nombre  de  Bernoulli.  nous  trouvons 


s-i  f  pndt 


=  Y,  [/'('  ^  )  —  /\a  )|  c.j2  —  Yi  [/'"(  b  I  — /'"(  a  i]  w'-  -h... 
-H  (—  I  )'«    I  Y.,,,  [/  2"'-i'  (  b  )  —  f  2"'-i  a  ]  w2"'  -^  (—  I  )'"  \\, 
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et 

.0 


C'est  la  formule  sommatoire  d' Eiilcr  et  Maelauiin. 
Pour  rappliquer,  il  est  bon  de  remarquer  que  1  on  a 

lR/«l<V2,„to2"'    /       \p>"{t)\dt^ 


Je  sorte  que.  (piand  /'  -'"  a  ua  sii;iie  eoastaiit,  le  reste  R„,  est  au 
plus  éi;al,  en  \aleur  absolue,  au  dernier  terme  régulier  conservé. 

La  formule  dEuler  et  Maclaurin  s'applique  facilement  dans 
deux  cas  :  quand  /"est  indéfiniment  dérivable  et  que  R,„  tend  \ers 
zéro  quand  m  croit,  alors  la  formule  conduit  au  calcul  d  une  série 
convergente:  quand  cette  série  existe,  mais  est  divergente,  elle 
peut  encore  ser\ir  au  calcul  si  ses  termes  commencent  à  décroître 
pour  croître  ensuite,  car  on  obtient  alors  une  \aleur  apj)rocliée  de 
la  quantité  à  calculer  en  prenant  la  somme  de  tous  les  termes 
jusqu'au  plus  petit.  Ce  procédé,  ([ui  u  est  b'-gitimé  ici  que  si  la 
dériv(''e  / -'"'  correspondant  au  reste  ni-gligé  est  de  signe  constant, 
est  em[)loyé,  comme  lOn  sait,  pour  beaucoup  de  séries  divergentes, 
la  série  de  Stirling  par  exemple. 

L'emploi  de  la  formule  sommatoire  dEuler  et  ^Liclaurin  sup- 
pose que  l'on  a  calculé  les  \  ^a  et  les  B^;  ce  calcid  peut  se  faire 
à  l'aide  de  la  formule  même.  Si  l'on  v  fait  y  (^f>)  =  0-'".  a^=^o. 
6=1,  co  =  i,  on  aura  une  formule  de  récurrence  entre  les  m 
premiers  nombres  \>m-  IJ<^  cette  fonmde  on  déduira  facilement 
que  1rs  \    et  les  B  sont  rationnels. 

i-3.    Soinnics  de  Gaitss.  —  iJiricblel  a  fait  connaîlir  un  [)ro(('<l<'' 

.V  =  «  —  I  .V  z_-  n        1 

de  calcul  des  sommes  de  Gauss,      7     cos —^^ — ,       7     <in— ^,  oui 

.^^  n  .^  Il  ' 


.  --  I)  v  —  u 


Utilise  la  formule  de  Poisson  i  Journal  de  C relie,  t.  18  et  21). 

Les  sonnnes  à  calculer  constituent  la   partie   réelle  et  le  coefli- 
oienl  de  /  dans  l'expression 


S  =  7^fy'')-^fy-'-~)-^f('\-)-^---—f{'i-'i  — ■■>■-) -^  -/'■m-), 
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OÙ    Ton    ;i    pris   /  (0)  =  e""".  La    foriimlc    (!<•    Poisson   s'a|)|)liqiie   à 
cf'llc  fonction   /".  parce  <pi  elle  s  applicpic  ii  sa  paitie  réelle  el  à   sa 

piiitic  I  iiia^inaii'c  :  celle  foniiiile  dourie 


-=/ 


e-" ~  dl^  x^    I  e-*^^  coi pt  dl. 


Supposons  d  al)oi(l   //   iiiulhplc   de  4-    au((iiel   cas  e    -      =:  i ,    ce 
(pii  pcrmel   d'écrire 


J^lnT.        il-  .DIT.        il^ 

i  e^"~  c()s/><  dt  =    i  e'^ "  "  (  e'/"  -+-  e-'/-"' )  dl 


f  e^""  dt  ^  j 

0  •'0 


^1  n  cr  ' 


r/^ 


La  somme  S^,  des  />  -;-  i  picmiers  teiiiie'^  de  la  foi'mule  de  Poisson 
peut  donc  s  ('•(  rii'e 

^,.=  I  e^'^-dh-r-j  e^^^db. 

Kfv.  en  posant =  /.  on  a 

'  >.  n  - 


'    h 


■'-         \'-%  ^t  Jo  if       / 


«I  donc  on  pose 


liiii     /      —d/  = 


a     ( 


(']  P(Mir  (iciiioriti'cr   l'exisleiire  de   la    liniile.  il  suflit  de  démontier  rexislence 
If  Imiilcs  pour    /  _    fit  et     /       — —  c// :  si   l'ou  s'occupe,  par  exemple,  de  la 

seconde  inti'grale.  un  vérilicra  facilcnieiit  (jue  la  série 

.377 


pour     /       — —  fit  et     /       — —  dl:  si   I  ou  soccu[ 
lie.  on  vérilicra  facilciiieiit  (jue  la  série 

/       — -  dt  —  I  dt  -+-   /         — ^  dt  —... 

est  à  termes  alternés,  iudélinimenl  et  constamment  décroissants  en  valeur  absolue. 
L.  (\ 
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on  a 


Puni-  //  =  4,  par  un  calcul  clirecl  un  a  S  =  2  (i  ^ /j  ;  cl  où  a,  puis 
la  formule  i;énérale  qui  donne  S, 

/s  .        /^  ^  .  ' 

•>.  (  I  -!-  ;  )  =  t  /  -  a,  a  =  (  1  -H  /  )  l       -  '  h  =  v' "'  '  "^  '  )■ 

l^our  passer  au   cas   où   n   n'est   pas  niulti|)lc  de  4-   pos(Misa\ec 

Dirichlet 

\  =  «  —  1     , 

(f{  m.  n)  =    ^      (''       "     , 


m  et  //  entiers,  //   |)ositif.  Reniaïquons  que  I  on  a 

1°  9{  m\  n }  =  9{  ni,  n  }  si  ni' ^s /tt  (inod/i). 

On  a  encore,  si  c  est  |)reniiei-  a\ec  /<, 

2"  •       oi  «K  /i  I  —  ç.(  c'-/n,  ?i): 

en  efl'et,  les  restes  des  divisions  —  (.s  =  u.  i /i  —  i)  étant  tous 

/i  ^ 

ditlerents,  sont  éyau\  à  o.  i //  —  i .  Les  termes  qui  composent 

les  deux  membres  sont  donc  les  mêmes,  à  Tordre  près. 
Enfin,  si  m  et  n  sont  positifs  et  premiers  entre  eux,  on  a 

3"  Ci  (  /?? ,  /n  o  (  /; .  ///  I  =  c;  I  I ,  ni  n  )  : 

en  effet,  le  premier  mend^re  est  égal  à 

:  «  —  1  ,/  =  "/-  1 

Vins  ^  m  -  
e                 '"" , 

,  1     (  nis  -+-  nt  )- 

et  tes  restes  de  sont  eyaux  a  o.  i ,  ....  inn  —  i . 

mil 

Ceci  posé,  on  a,  pour  n  ^  o  {  mod  4).. 

o(  1 ,  n  )  =  >J  n  {\  —  i). 
Soit  n  ^±\  (mod  4  K  ou  a,  d"a[)rcs  'S'\ 

<y(4,  II)  o{  /i.  4.)  =  «^n,  \n)  =  -.'.(1  H-  /;  //t. 


H  —  1 .   1  =  m  — 

V 

■  1 
e 

^v=  +  «^, 

inn 

^^ 

.î  =  o.  /  =0 
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1)  aprt's  v.",  ou  a 

puis,  d  après  i", 

tp (  « ,  4  )  =  'f  (^  1 ,  1  )         ou         'i  (  i ,  i  ), 

sinvanl    i\\\i'.    n    est    coiij;!!!     (iiiod  j)    à    -(-  i     ou    à    — i;    'j(i,  4) 
el  '-2(3,  4)  ^f^  calculent  directement,  on  lioiive 

(p (  «,  4  )  =  2 (  I  -+-  t  )         ou         '^  (  I  —  i ; 
et 

œ(i,  /i;  =  ^n         ou  t /n. 

Sii|>|)o>ons  eidin  n  pair  el       iin|)aii-.  d'a|)rès  3", 
(ra|)rcs  i" 

Q  I    -  î    -2  1    =:  '.i  (  I  ,  '2  ;   =  0 ,  9  (  [  ,  /t  )  =   O . 

La  lorinule 

A  ^  «  —  1  A-  =  n  —  1 

7      co?  —  .V i       >      SI  11  — -  i'-  = r  W  n 

^^  n  m^  n  \-r-  i 

,v=0  ,ï  =  0 

résume  les  résultats  obtenus  (jui  ont  été  donnés  par  Gauss  comme 
conséquence  de  ses  reclierclies  sur  les  équations  de  division  du 
cercle  \  Disqiiisitioiws  Arilhmeticœ,  n"'3o6).  Toutefois,  il  subsis- 
tait une  indétermination  relati\ement  au  signe  du  radical:  Gauss 
a  levé  cette  indétermination  de  diverses  manières  el.  eu  parliciilier, 
par  l'emploi  de  formules  d'interpolation  trigonométrique. 


CHAPITRE   IV. 

SÉKIES  DE  KOUKIKH  OL ELCONQIES. 


I.     —     ExiSTI'.MCE     OK     SÉIUES     OE     FoUUIER     I)  I V  EliaE^  TES . 

ii.  Exemple  de  fonction  continue  dont  la  série  de  Fourier 
ne  converge  pas  partout.  —  Paul  du  Bois-Reyinond  réussit  le 
premier  à  construire  des  fonctions  continues  dont  la  série  de 
Pourier  ne  converge  pas  partout  ('  ). 

Létude  du  très  leniarquable  Mémoire  de  I\iul  du  Bois-Revmond 
doit  être  recommandée  à  tous  ceu\  cpii  veulent  ajtprofondir  les 
([uestions  relatives  à  la  con\ergence  et  à  la  divergence  des  séries  de 
Fourier.  Du  Bois-Reymond  y  introduit  une  notion  que  nous  naxons 
pas  eu  l'occasion  d'utiliser  :  la  notion  de  type  d'infinitude  d' une 
jonction  f{  t)  (jui  croit  indé/ininwnt  avec  t  (-). 

Pour  les  fonctions  continues  qu  étudie  du  Eîois-Revmond,  fonc- 
tions toutes  spéciales  et  formées  par  un  procédé  très  particulier  il 
est  vrai,  c'est  par  la  comparaison  de  types  d  inlinitudes  (pi  on  peut 
décider  de  la  couvergencc  ou  de  la  divergence.  Il  v  a  là  un  fait 
dont  devront  sans  doute  tenir  compte  ceu\  qui  voudraient  essayer 
dohtenir  des  conditions  de  divergence  des  séries  de  Fourier. 

Je  ne  donnerai  pas  ici  les  fonctions  à  séries  de  Fourier  diver- 
gentes construites  par  P.  du  Bois-Reymond  ;  leur  définition  et  leur 
étu<le  sont  assez  compliquées.  De  1  exemple  général  de  du  Bois- 
Revmond.  \I.  Scliwarz  a  d(''duit  un  exemple  plus  particulier  et  plus 


(')  Unterswliiiiigen  iïbcr  die.  Convergent-  and  Divergenz  dcr  Fourierschen 
Darstellungsforrnetn  {Abliandlungen  der  Bayer.  A/cad.,  Matli.  ofiys.  Classe, 
t.  XII,   1876). 

(-)  Au  sujet  de  celle  nolion,  coir  la  Note  I[  des  Leçons  sur  la  théorie  des 
fonctions  de  M.  Boiel  et  les  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs  du  même 
auteur. 
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Simple  qu'il  a  f;ul  counaitre  (iaiis  ses  Coui's  et  qii  oa  Iromera  flans 
la  >i()life  de  M.    \itioI(I  Sarhse  fléjà  filée  /  n"  lo). 

V^oici  lin  exeni|il('  un  \>r\i  plus  >iui|)le  que  celui  «le  M.  Scliv\aiï 
duquel  (raillcui^  il  ilillV-re  peu. 

Soienl  c,.  c_.  ...  des  nond)ies  tendant  vers  zéro;  soient  //,j,  // , , 
n-,.  ...  des  entiers  impairs  <roissant  indéfiniment,  |)Osons 


et  désignons  par  I/,    riulersalle     — j^ ,      '\       •   l)(Miuiss«)ns  une 

'  tf  i  A-  —  I  )     a  (  A-  ) 

toMClion  continue   par  la  condition  (|ue  Ion  ait   f{x)r^  fi — x)  et, 

dans  1^.  en  consei\iml   les  relation>  des  n"^  %\  et  sui\ants, 


t:,(t)  =  Cl,  >\n[fH  K  )t\ 


>inf 


f{-ff)  est  ainsi  entièrement  déterminée  pour  ./;  assez  |)etil.  on  la 
définira  ailleurs  par  la  condition  <|u"elle  soit  j)arl(uit  continue  et 
de  période  •>.—.  Pour  celle  fonction,  on  a 


I  n  SI  11  f  m  —  \'\t 
sin  / 


=  t„-^2^  ca-  I 


■  in  {  Kii  —  I  )  /  sin  [<-/(/,  )/  | 


(Jt. 


t„  tendant  vers  zéro  ave<'  —  •  F'aisoii>  //  ^= 


f/Ui'  )  —  I 


'''/;, 


ttS, 


,,^k 


■'•/ 


(i[  /y  1  l^>\\\\'n  p  )t 


dt. 


/-  =  !  ■'■ 


La    première   inléi;rale    tend    \  ers   zéro   quaiul   /.•   croit,  cest  le 
résultat  d'un  calcul  déjà  fait;  étudions  les  autres.  Pour /J^  A",  on  a 
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Pour  p  =  /c.  Oïl  a 

/' ^iti^l  rt( /,- )/ 1    ,         I        „  I     f  coi^l-iai  k)t\    , 

C/,      /     L_^ ^^,//=   _c^.J    /;/. /     '. -!,//; 


cos[  xai k  )t\,\a(k)       i 

^ dt  I  _  ,  -, 

t  I -^      -       aik) 


(I  a|)irs  rinégalilf'  du  n"  '2o. 

Ijduc.  (III  a.  Yj/,  Il  auj;mentanl  |)as  indéfiniment  avec  /,-. 

/,  -k-x 
Si  flonc  on  fait  en  sorte  (jue 

/'  =  ' 

aiij^inente  indéfiniinenl  a\ee  /. .  la  série  de  Foiirier  de  f  sera 
diveriienle  pour  /  =:  o.  Or  cette  condition  est  facile  à  réaliser; 
on  jjouira  prendre,  par  exein|»le. 


Pour  P  =  -t^.),  //A=  5***  sera  bien  impair. 


/</,  =  (  gP  jS/'. 


io.  Hemarqaes  sur  la  convergence  des  séries  de  Fourier.  — 
On  peut  rattacher  l'existence  de  séries  de  Fourier  divergentes  a 
une  remarqne  immédiate  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

La  liniile  supérieure  }vio(  n)  de  la  valeur  absolue  des 
(A«-t-i  i'""""^'  sommes  S,^  des  séries  de  Fourier  des  fonctions  /{■JC), 
telles  que  l'on  ait  constamment  [/"|^i\J,  croit  indéfiniment 
avec  n. 


On  a  en  ellet 

l^,/l=-l    /       T—^ (X  -^■i()dt 

-   I  ,/  SIM  / 


^/ 


■111  (   Kll  -H   1  )/ 
feill  / 


dt  =  M  p  (  /'  j  ; 
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celle  liiiiilc    Mv(/<iesl   aUciiile    (jikiikI  fi  X  ^  •it)   est   \i\   t'onetioa 
..  /•      .       I       .    ^^  \r  1  »  •  i\n{ill  -^  \)t      .. 

(Iiscoiiliiiiie  /,  égale  a  ziz  .M  el  fie  ineine  signe  tine  -. Il 

■'  '       ^  1  SU)  t 

résulte  <le  là  (jii  On  peiil  s  a|)|)ro(lier  aiitanl  (|u  on  le  veut  de  cette 
liiiille  en  |irriiiint  |ii)m'  f  des  fonctions  continues  ef)inprises 
entre  rn  M  et  tendant  \ers/",  (n"  12);  on  peut  d'ailleurs  supposer 
que  ces  lonctions  /'  sont  à  vai'iation  bornée  el  sont  des  jonctions 
paires  eoinme  /,.  eesl -à-dire  telle',  (pie  f(^x-\-t)^:^f(x — t). 
15  es  le  à  •'•tu  (lier  zi  11  \. 

(  ,oii>i(l('idns    les   intersalles  dans    Uxpiel>    |  sin(  2 /?  H-  1  1  /  |    siir- 


_     (i/>  —  I         _    *J/' 


est  un  tel  int(;r\alle;  sa  contri- 


te (  ,»./?  —  I  I  b(  >.n  -r-  I  I 

Initiondaxis  z„  est  su|)érieure  à 


_      ••/'       ' 


2„  est  donc  siip(''rieiire  à  la  soiiiine  des  2  n  ^t-  1    premiers   lerines  de 
la  série  doiil  le  ternie  général  est 


•'      .  - 


(')  p  —  I 


Or  celle  série  est  di\er<4ente.  cai-  />  (f  p  lend  \ers  la  limite  ..  _  (piand  p 
croît,  donc  z,/  croît  indéfiniment  a\ec  /?. 

A  cette  reiiiai(pi("  |  en  ajoute  une  autre  (pu  ne  ditlère  d  ailleurs 
pa-<  du  premier  llie(ji(''iiie  du  n"  rH. 

Si  l'on  a  coiistainineat  \j\'^  M  el  si,  dans  (.ro  —  A,  x^  -h  /î), 
on  a  /'==  o,  on  peut  tracer  pour  \S„[xq)\  une  limite  supé- 
rieure de  la  forna'  Ml»  1  //  1. 

hln  ellel,  dans  ces  conditions,  on  a 


e      /  I  '       /"  sill( -2/4  H-  I  )/       ,  ,  A  M       /"     dt  ,,r.// 

-J,  iint  '  -    J,      SI  ni 


4().   A  utre  exemple  de  série  de  Fourier  divergente.  —  .le  pose 

/(••'■j  =  ii/it./ii-ï-)-+-  ^if-iin-ix)  -H  ïs/.tt  iHX)  — .  .  . 
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dans  celte  expression  les  £,  sont  positifs  et  la  série  N   î,  est  eonver- 

gente  et  de  scininie  inférieure  à  i.  les  fonctions  /'/  sont  des  fonc- 
tions de  période  ■<?:.  continues.  |)aires.  à  \ariation  bornée  et  infé- 
rieures à  1  en  valeur  absolue.  De  plus.  I  une  au  moins  des  sommes 
de  la  série  de  Foiiner  de  s,  //l  /  )  doit,  pour  ^  =  o.  surpasser  /  —  i 
quand  on  la  |)rend  en  saleur  absolue  :  <oit  p^  l'indice  dune  telle 
somme.  (Citant  à  /?,.  c'est  le  |ilus  petit  des  indices  des  sommes  de 
la  série  de  Fourier  uniforméuient  convergente  de  F/„,,  à  partii' 
duquel  ces  sommes,  prises  en  valeur  absolue,  ne  surpassent  pas  i. 
Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que  /  est  continue  et  de 
pérujde  2—  et  (pic.  pour  ./•  =  o,  la  somme  d'indice  ni  pi  de  la  série 
de  Fourier  de  /,  (pii  est  égale  à  la  somme  correspondante  de  F^. 
a  une  valeur  absolue  supérieure  à  /.  Fa  série  de  Fourier  de  /" 
diverge  pour  x  =^0. 

il .  Existence  de  fonctions  continues  représe  niables  par  leurs 
séries  de  Fourier  non  uniformément  convergentes.  —  Consi- 
dérons des  valeurs  a^^^=~.  «,.  «o.  ...  jjositives,  décroissantes  et 
tendant  vers  zéro.  \p  désignera  1  inter\alle  (V/o/^.  rt2/j-i)î  -^ p  '^^y'a  son 
milieu,  ilip  sa  longueur,  f p^  x )  sera  une  fonction  de  période  a-r. 
continue,  à  variation  bornée,  et  telle  que  l'on  ait  \pfp  <C  1  •  De 
plus,  en  Xp.  lune  «les  sommes,  prise  en  \alcur  absolue,  de  la 
série  de  Fourier  de  fp  surpassera  p  —  Pu  //p  t  1  n"  io  i:  soit  'j.p  l'in- 
dice d'une  telle  somme.  Alors,  si  /  ./  est  une  foncliou  impaire, 
continue,  de  période  ir:.  à  \ai"iation  boiiu'e  s.iul  auloui-  de  x  ■=  o, 
et.  quel  que  soit  />.  égale  à  fp  dau>  1^;.  sa  série  île  Fourier 
converge  partout,  même  à  loriglne  puiscpie  cette  série  ne  con- 
tient que  des  sinus.  Cejiendant  cette  série  n'est  pas  uniformément 
con\ergente  autour  de  x  =  o,  puiscpi'en  Xp  la  •-omuie  <l  milice  -j.p 
de  cette  série  surpasse  p  quand  on  la  prend  en  \aleur  abMilue, 
d'après  le  second  énoncé  du  n"  io  (  '  1. 

•     Nous  venons  de  construire   des   bniclions    présentant    une   cer- 
taine singularité  à  l'origine:  à  l'aide  de  s(''ries  construites  à   parlii- 


(  '  )  Les  raisuniiemeiits  qui  piécédenl  peuveiU  être  utilisés  pour  l'étude  fit-  déve- 
loppements plus  généraux  que  les  séries  de  Fourier  (voir  H.  Lebksgle,  Cornples 
rendus,  i-  novembre  190.5). 
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de  ces  fondions  nou>  poumons  ohlenir  de  noinelles  fonctions 
pour  lesquelles  la  siiij^ularilé  corisidérce  se  pri'senterail  poui-  tous 
les  points  de  certains  ensendjies.  Mai>  d  j)aiail  plus  difficile  de 
savoir  si  l'on  peut  faire  en  sorte  que  la  siri^ulaiilé  (Considérée  se 
présente  partout,  c  est-à-dire  de  rc'pondre  à  ces  quesli(Mis  :  Existe- 
l-il  des  fonctions  conlinucs  doiil  la  x'-iie  de  Fourier  est  di\  ergente 
partout?  Kxisle-t-il  des  roiirti()u>  conlinucs  dout  la  séiie  de  Fou- 
rier est  |)arlout  c()u\  ei'i;<'ule,  >ansrlre  iiniloinu'uierit  con\ergeute 
dans  aucun  iuter\allc  (  '  )? 

Je  sii;riale  une  autre  (piolioii  anal(ii;ue  :  ou  a  \n  qu  il  existail 
d<s  fonctions  soinuiahles,  non  inlcgrahles  au  sens  de  Pvieuuinn 
dans  (  o,  ':>.  —  )  et  (pii  sont  r-epr<''SiMilal»les  partout  pai-  leurs  séries  de 
Fourier  con\eriientes  ;  existe- l-il  de  telles  fonctions  qui  ne;  soient 
iutéiirables  au  seus  df   liiemaun  (laii>  aucun  luterxalle? 


II.  —  So\i\ivi"io\  DKs  sr.i;ii:s  dk  Foci!ii;ii  ni  \  K!',(;k.>i"i:s. 

48.  Procédé  de  Poisson.  —  A  1  épo(jue  de  Poisson,  conteni|)0- 
rain  de  h'ourier,  la  convergence  des  séries  de  Fourier  n'était  pas 
démontrée;  de  plus,  on  ne  di>tinguait  pas  encore  soij^iieusenient 
les  séries  de  Fourier  des  autres  séries  trigonoinétrupies  et  il  arri- 
vait fréquemment  qu  iiu  calcul  anatvti(|ue  conduisait  à  une  série 
tri<i<>nométri(pie  diveri;ente.  C'est  ainsi  (|ue.  ^i  I  ou  déri\e  terme  à 
terme  l  t'ualité 

7:  —  T  X^   '^01  //  T 

=     > (()<  .7-  <  ■>.-), 

on  obtient  l  égalité  toute  formelle 

=    7   ni*;/?  .r, 

(ians  latpielle  le  second   membre  est   une  série  divergeute  {  n"  "21  ). 


(')  Dans  une  \ote  des  Compter  rendus  (29  déi-enibre  190:2)  M.  Siekloir  y 
indiqué  que  la  réponse  à  la  première  de  ces  questions  élail,  pour  lui,  négative. 
La  démonstration  de  cette  propriété  n'a  pas  encore  été  publiée  et  les  renseigne- 
ments que  contient  la  Note  citée  sont  insuflisants,  à  ce  qu'il  me  semble,  pour 
permettre  la  reconstitution  de  cette  démonstrati<jii. 
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De  sorte  que,  ou  hien  il  fallait  renoncer  à  l'emploi  de  ces  séries 
divergentes  simples  bien  qu'elles  n'aient  jamais  trompé  dans  les 
CHS  où  on  les  avait  euiployées  :  c'est  le  parti  quon  a  pris  i;énéiale- 
ment  à  la  suite  de  Cauchy  et  d'Abel;  ou  bien  il  fallait  adopter  un 
procédé  de  sommation  des  séries  autre  que  le  procédé  ordinaire  : 
<;'est  le  parti  que  prit  Poisson. 

Pour  sommer  la  série 

-  «0 -(-  ^  {  a „  vo'r./ix    h  f)„  s\u  /ix). 

Poisson  considèie  la  fonction 

_/'(  /■,  J-)  —  -  «(I  -h   7  /•"  (  a„  cos  /i  X  -+-  b„  si  11  iix), 

(pu  e^islc.  pour  /■  <;  1 ,  dans  t(uis  les  (  a>  (|u  d  considèie,  el  d  con- 
\  ient  que  la  somme  de  la  série  pour  j:  =  ./•„  sera,  par  délinition, 

/■(.r,,)  =  li m /■(/•:  .^'ot     (  '  ). 

/  =;  1 

S'il  s  a<;it  dune  séné  de  h'c^urier,  /( /',  /  )  existera  toujours 
|)our  /■  <<  I .  Les  considérations  du  Chapitre  11  montrent  que  le 
procédé  de  Poisson  permet  de  remonte?'  de  la  sc'-rie  de  Fourier  à  la 
fonction  correspondante,  en  tous  les  points  réjoui lers  de  celte 
fonction,  s  il  s'agit  d  une  fonction  borné-e  n'ayant  <pi  un  nombre 
fini  de  disc(uitiuuilés  (  n  '  'À\  ).  M.  Schvvarz,  auquel  est  due  la  démon- 
stration rigoureuse  de  ce  résultat,  l'a  étendu  à  des  cas  plus  g(''né- 
raux. 

19.  Pvovédi'  de  Rienidiin .  —  Admettons  une  propriété  (pu  va 
être  bientôt  démontrée  (  n"  o3  )  :    toute  série  de  Fourier  est   inté- 

grable  terme  à  terme.  L  inlégialc  V  { x)  =   /     ./(—t)  dx.  de  la  lonc- 
tion  somiiial)le  J\x)  sera  donc  égale  à 

V (x)  =  -  «y  .r  -i-  7   —  \<i„  sin  nx  —  b,,  icos/ix  —  i  )J, 
les  a„  et  0„  étant  les  coeflicienls  de  la  série  de  l^ourier  dey. 
(')  Journal  de  l'Ecole  Polylechnif/ue^  IM'  Ciliier. 
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Or.  (|ii;iinl  nn  comiiiil  V(.t),  on  en  <lt'-(liiil  /"(jri,  en  lonl  point 
où  /'est  la  (l(''ii\  »'•('  t\c  h".  cCsl-à-dirc  en  Ions  les  points  SHiif  en  er-iix 
(I  un  enseniMe  <l<'  nu-suie  nulle  i  n"  I  1  i.  par  I  emploi  de  lonniiles 
telles  que 

,.      ll:r  -r-  h)—  F(x)             .,            ,.      F^a- -(- /i)  —  K(J7  — A) 
/(:/•)=  liin y -,  J(a)  =  Um ■ -, -■ 

L  ciiiploi  (le  la  x-eondc  rorinnli'  csl  pr^'-lerahie.  |)arce  (ju'elle 
|)criiii'i  (je  cale  iih'r  /en  Ions  ■-(■>  points  r-(''i;iili('rs.  \\  ce  cet  te  lor- 
iniilc,  on  a 

V^  si"  '«/' 


/■(  X  )  =  liiii 


ah 


ici,,  eus»  ./• 


=  lim  0/,, 
//-o' 


en  tous  les  poiiil>  où  noire  pro((''(i(''  de  nomination  s  applnpie.  Pré- 
cisons cpicls  sont  ces  poinis  :  ce  sont  d  alxnd  ceux  déjà  nommés 
pour  les(|uels  /"est  la  dt''ri\ee  de  I"  :  mais  ce  sont  aussi  les  points  :r 

tels    (pic     1,1     fdiiclidil     <le     II .    f  {  .r  A^  Il  )  -~  f{  X  —  Al  —  'l  f  i  x\     CJUI 

e>l  mille  pour  //  nul.   -oii  la   d('ri\(''e  île  son   int«''i;rale  indéfinie.  Si 

Ion  se  rappelle  (|ue   cette    tonclion  a  été  désij;née    par  'i  (  -  I  >    on 

pourra  conclure  (|uc  Le  procède  ilc  soiniiiatioii  ([111  vient  d'être 
indiqué  peut  être  uppliqué  en  tous  les  points  tels  que  L  inté- 
iirule  ind('linie  de  'j.  /  i  a  une  dérn'ée  nulle  pour  ^1=0.  et  en 
particulier  pour  tous  les  pinni s  rei^uliers  de  la  fonction  f  et  en 
tous  ceux  où  f  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie. 
La  série 


rp,(./- 


Pi  (  j7  )  —    p,  (  ./•)  —  pi  (  ./•  ) 


(  ./•  I  —  -j  .{  X  ) 


loiiriiil  donc  une  re|)ré'>ent.iti()n  aiialvlupie  de  ia  ionction  ,/(•/') 
\alal)le  |)arlout.  sauf  pour  un  ensemble  de  \aleurs  de./'  de  mesure 
nulle.  Comme  on  |)eul  écrire  celle  représentation  dès  c[ue  Ion 
connaît  la  série  de  l-"ourier  de  /,  il  en  résulte  i\\\  une  fonction  est 
déterminée,  sauf  pour  un  ensemble  de  valeurs  de  mesure  nulle, 
par  sa  série  de  l' ourler  (  n"  !24), 

La  série  qui  représente  F(x)  est  uniformément  eon\ergente 
(n"  o3j,  donc  on  a,  si  j^(^)  est  iintéj^rale  de  F(j:^  étendue  de  o 
à  .r, 

1         ,      XT'  [        1                          ,                     cin       Ij„     I 
cC  (  a?  )  =  -  a,, -f  - -:-    7 [  a,,co>  iix -:- On6\nnx  ) -\ h  — x\. 
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Or  (n"6)  /"(  j;)  est  l;i  limite,  pour  h  =  o.  de 

— '  =A,,(t) 

en    tous   les   points  où  s  applupic  le  |)rocédé  de  sommation;  donc 
nous  pouvons  remplacer  dans  nos  t'uoncés  c/,  par 


'fl/,(  ^  )  =  -  a,, —  ^    ( —    )    [  a„  coitix  ^  b„  ■>\\\  nx). 


Ce  nouveau  procédé  de  sommation  est  celui  cpia  indiqué  Rie- 
niann.  A  la  vérité,  Riemann  ne  se  proj)osait  pas,  comme  le  taisait 
Poisson,  de  sommer  des  séries  tri^onométriques  divergentes,  mais 
il  a  démontré,  comme  on  le  lera  plus  loin  (n"  08),  que  ce  procédé 
peut  rem|)lacer  le  procédé  de  sommation  ordinaire  partout  où 
celui-ci  s'applique,  et  c'est  à  l'élude  de  ce  procédé  de  sommation, 
plus  simple  à  plusieurs  égards  que  le  procédé  ordinaire,  qu'il  a 
consacré  son  célèbre  Mémoire  Sur  la  possibilité  de  représenter 
une  fonetion  par  une  série  trii^ononiétrique . 

Il  faut  observer  que  si  /"est  toujours  conî[)ris  entre  m  et  M  il  en 
est  de  même  des  ra|)ports 

F (  .7-  -T-  /n  —  F  (  jr  —  /n  -î  1  .r  -^  /,')  —  -?(  a-  —  /n  —  t.^i  x) 

puisque  F  et  -'  s  obtiennent  en  inléi;ranl  une  el  deux  lois  la  fonc- 
tion /'(  n"  II).  De  |)lus.  pour  la  même  raison,  si  /'  est  conqiris 
entre  m  el  M  dans  u/  —  //„.  A+  A,,  i.  o/,  el  ,-t\ /,  sonl  encore  com|»ris 
entre  ///  el  M.  pour  //  <;  h„.  Donc  z/,  et  A/,  sont  toujours  compris 
entre  les  limites  inférieure  et  supérieure  de  f  et  ils  tendent 
uniformément  vers  f  dans  tout  intervalle  (  a.  jj)  oii  f  est  con- 
tinue ;  car,  si  /est  d  oscillation  au  plus  égale  à  £  dans  tout  interxalle 
de  longueur  2  Ao  intérieur  à  io  —  /i„,  b  ~r  li»)-  pour  A  <;  A„  les 
quantités  z/,  el  R/,  dillèrent  «le  /  au  plus  de  s,  dans  ^a,  b). 

o(K  Procédé  de  M.  Fejér.  —  Les  deux  procédés  du  numéro 
précédent  rentrent  comme  cas  particulier  dans  les  procédés  géné- 
raux   de    sommation    des    séries    dixergentes    que   M.    Borel    puis 
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M.  iVIillaj;-l>efilcr  ont  ein|)l()vés  récciimiciil  jxmr  I  ('■liHle  des  srries 
entières.  Ou  sait  que  ces  procédés  condiiisenl  a  allnhiier  à  la  série 

U»-r  «I  -T-  «i-i-.  .  . 

une   sniiiiiic  (Icliiiic  ainsi   :  cniisidc'i'ons  la  Sf-ne 

les  c()cf(ici<'nls  (t/t/i  i  tendant  sers  /«'to  (piand  /  cidît  pour  //  dillV-- 
lant  d  une  ccriaiiic  \  alenr  sini;ulirre,  o  par  cxcniijlr,  et  se  r<'-dui- 
saut  tous  à  I  (piaud  /i  a  cette  valeur  sin<;u lirre.  Si  les  (fit /i  }  sont 
con\  cnahicnieiil  <  lioisis.  cette  séné  scia  coin  crj^ente.  La  liinilc. 
rpie  je  suppose  existante,  sers  hupieile  U'iid  sa  somme  cpiand  h 
tend  \ci>  la  \aleiir  sini;iilièie  est,  paidelinition.  la  somme  de  la 
scTie  propoM'c.  liieii  eiileiidu  les  c/,(//)  sont  a>sup'lli>à  plu>  de 
couditious  (pie  je  n Cn  ai  (■noncees,  le  plus  souvent  ces  coefficients 
sont  entièrcnnenl  détermiii('s:  (piant  au  paramètre  h  il  est  pris 
continu  DU  diseoiiliuu  siii\aiil  !('■>  cas  {  '  ). 

L  exemple  le  plus  sim|)le  de  ces  procédés  de  sommation,  celui 
qui  est  le  plus  ancien,  c  est  le  procédé  de  sommation  par  la  moyenne 
aritlimétupie.  (pu  consiste  à  allnhuer  comme  somme  à  la  série 
c(»iisidér(''e.  dont  les  n  +  i  premiers  teniio  ont  nue  somme  S/,,  la 
limite  |)(iiir // :=  X,  (piaiid  elle  existe,  dc>  (piaiililés 

__    Su -H  S| -T-.  .  . -I-  S/,--i 
'7,,   -— 


Ici  le   naraiiK'tie  //  (^sl  discontinu,  il  est  éi:al  à  — •  Celle  méthode  a 
été  em|)l()vt''e  tout  d  abord  à  la  sommation  de  la  série 

o  -r-  COS.r  -4-  COS-IX  -r-  COSO^"  -!-..., 

que  nous  avons  déjà  rencontrée  (  n"  18).  Alors 
sin  (  m  -T-  i)  - 


■2  •^  1  11 


(  '  )   INiur  [ilii?  dr  ieiiscij;neiiirius  jur  ce  sujet,  voir,  par  exemple,  les  Leçons  sur 
les  séries  diicr idéales  de  >t.  V^.   tJorel. 
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ce  qui  cuiiduil  ;i  attribuera  la  série  la  somme  —  -.  sauf  pour  :cs^  u, 

cas  auquel  nos  calculs  ne  s"a[)pli(|uent  pas  (  n  Alembkut,  Opuscalrs 
math.,  t.  W  .  p.   I  5<)  et  suiv.i. 

M.  Fejér  a   pensé  à  appliquer  cette  méthode  à  toutes  les  séries 
de  FV»uiier  {Math.  Ann..  t.  ^^^  III  i:   alors  ou  a 

Il-  ^1  SIU  t    / 

Je  vais  démontrer  que  la  méthode  de  M.  Fejér  />er met  la  som- 
mation de  la  série  en  tous  les  points  pour  lescfuels  ]  '^(  ^)  |  ^'.s7  la 

dérivée    de   son     in  té  i;  raie    indé'Jinie    <!>(/)=:    /     \'^{  t)  dl .  pour 

t  =  o,  c  esl-à-dire  en  tous  les  point>   pour  lesquels  (I>'(o,)  =  o  [\). 
Faisons  d  alxird  une  reuiarcpie  lié-  >nnple.  On  a 

n  II  n  —  p 

donc  si,  à  |)arlii'  d  une  certaine  \alcur  p  de  <{.  ton?  les  Sy  sont 
compris  entre  m  et  M  il  en  sera  de  même  de  la  liiuite.  ou  des 
limites,  de  t,^.  En  particulier  le  procédé  ilc  sommation  par  la 
moyenne  aritliuiélique  >  applique  toujours  cjuand  la  série  est  con- 
verj^ente  :  il  est  alors  d  accord  axcc  le  |)roçéd(''  de  >oniniatiou  ordi- 
naire. 

Ceci  posé.  parlai;eons  linlerNalle  (  o,  -  I  en  (  o.  ai  et  (a,  -  I-   La 

contribution  de  (  a,  -  |  dans  i,,  —  /  est  la  moAcnne  des  contrihu- 
tions  du  même  intervalle  dans  les  dillérence?  So  —  ,/.  S, —  /.  .... 
S//_, — _/ :  or  la  contribution  dans  S^ — _/  tend  \er?  z(''ro  a\ec— > 
par  suite   la  contiibulion   de    (a,  -I    dans   '7^ —  /    Irnd   \  ers  zéro 


(')  J'ai  démontré  pour  la  première  fois  celle  propriété  dans  un  Mémoire  5m/' 
la  convergence  des  séries  de  Fourier,  paru  aux  Math.  Ann..  t.  lAl.  La  iiiéttiode 
du  texte  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  que  j'avais  employée  tout  d'abord. 
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a\t'c      ■   Il  --iillil  (!<•  s  (»('(ii|)<M'  (le 
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I  /  /   Mil  ///       - 

n-,  \    sin/   /    •  rt-./    _     \    sm/  /    ^ 


«111  /// 


Ka    rt'iii|)liic.iiil       . — -    |)ai'    //    (liiii>    hi     picmnTf    iiiti-gralc    (;l    par 
dans  la  seconde,  un    Iioiinc 


1       /■*  /sin«/  ,  2 
—    /  -.-^         '^t  f)df 


-  .|.     - 


""■^'-•^•(TTrrr;] 


Si,    (lan>  (  ().  a),  on  a    conslaninienl   (l)(/)'^0/.  la    |)lti>  i;;ian(le  des 

liniiU's.    |)(Mii-  // =z  yz.   e>\  an   plus  -  0 -h  —  Oa  ;   el,  comme  on  peul 

[•rendre  0  an-«M  [lelil  ([ne  Ton  \eiil,  à  eondiliou  de  |)rendre  a  assez 
[lelil,  il  esl  démonlit-  que  t,, —  /  leiid  vers  zéro  ((uand  /?  eroîl 
indétinimenl. 

Si  /'est  continue  dans  (a,  h),  v  com[)ris  (ivlh.  ou  [)ourra.  avant 
choisi  0  ailiitr.iirement  [)etit,  [jrendie  la  valeur  corres[)oa(lante 
de  V.  indé[)endaninienl  de  .c  dans  (a,  b)  et  alors  les  contrihutions 

de  (^o.  V.)  et  (a.  -\  dans  1,, —  /    tendent   uniformément   vers  zéro 

quel  que  soil  .r  dans  (<t.  b).  Gela  est  ('■\ident   |)our  la  conlrilmtion 

de  (o,  a),  el  cela  résulte  [)our  la  contril)Utu)n  de  (a,  -  )  dans  7,,  —  /' 

de  ce  que  la  contribution  du  même  intervalle  dans  S,, — /  tend 
vers  zéro  uniformément.  Avant  de  conclure  remarquons  que,  si 
1  oscillation  de  /  est  toujours  inférieure  à  îi,  auquel  cas  |  ':;  |  esl 
toujours  inférieure  à   >Al^  on  a 
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Le  multiplicateur  de  0  est  ce  que  cle\ient  t„  —  /"quand  /*  est 
partout  constante  et  égale  à  1  sauf  au  point  considéré  où  y=  o  ; 
dans  ce  cas  S,^  —  /"  et  t„  — /'  sont,  (piel  (pie  soit  n.  égaux  à  i  :  donc, 
le  multiplicateur  de  12  est  égal  à  i  et.  dans  le  cas  général,  |  t„  —  /  | 
est  au  plus  égale  à  Q. 

Ainsi,  quand  n  croit,  les  quantités  a-,,  tendent  vers  f  en  tous 
les  points  pour  lesquels  $'(01  ^  o  ;  n,,  est  bornée,  quel  que  soit  n, 
si  f  est  ho/née;  t^  tend  u/i ifo//nément  vers  f  dans  tout  iiiter- 
Kfille  où  f  est  continue. 

Or.  pour  que  4»'(  o  )  =  o.  d  faut  (pie.  pour  ^  =  o,  |w(/)j  soit  la 
déri^ée  de  son  intégrale  indélinie  et.  puisque  1  on  a 

Ç(  i'  )  =    [/(  X  ^  ■it)  —  /(  X  )]   -+-  [/(  jr-  —  -2t)~  /(  X)\, 

cela  sera  réalisé  en  particulier  quand  [/(.r  +  an —  /ur)|  et 
\/{^'  —  2t}  —  f(x)\  seront,  pour  ^  =  0.  les  dérivées  de  leurs 
intégrales  indéfinies,  c'est-à-dire  quand  y  (  X  ) — f(x)\,  consi- 
dérée comme  fonction  de  X,  sera,  pour  X  =:  .r.  la  d(''ri\  ée  de  son 
intégrale  indéfinie.  Or  nous  savons  in"  11)  cpie  cette  condition 
est  réalisée  pour  tous  les  points  sauf  peut-être  pour  ceux  d'un 
ensemble  de  mesure  nulle:  les  sommes  t„  ont  donc  des  pro- 
priétés enlièremenl  analogues  aux  sommes  z^  f  t  cR/,. 

51.  j\atu/e  de  la  divergence  des  séries  de  Fou  lier.  —  Je 
laisse  de  c('ité  le  procédé  de  Poisson.  Ii(s  peu  (■•tiidi(''  ici.  et  pour 
l'examen  duquel  on  pourrait  d  ailleurs  utiliser  les  résu  Itats  des  deux 
autres  procédés  (').  Ces  deux  procédés,  et  tous  ceux  qu  on  peut 
déduire  des  procédés  généraux  de  sommation  de  M.  Borel  (voir 
le  §  !2  du  Mémoire  de  M.  Fejér).  fournissent  des  résultats  équi- 
valents. 

Tous  ces  procédés  montrent  qu  une  fonction  /  sommable  est 
déterminée  par  sa  série  de  Fdurier  et  fournissent  une  représen- 
tation analvtique  de  /",  comme  il  a  été  dit  au  n°  19.  Tous  permettent 
de  démontrer  le   théorème    de   \\  eierslrass   sur  la    repr(''sentati()n 


('j    \'oir.    au    sujet   ilu    [jrocccJe   (Je   l'oissoii,    uu    .Ménuiiie   de    M.    \' .    t'iitou    qui 
parailrji  dans  les  Acta  mat  lie  m  al  ica. 


SKiUKS  DK  roriuKi;  yiKi.ccj.NyuEs.  97 

;i|»|)r(»cli(''e  des  loiiclioiis  (111111'  iiiiiuicic  ;iii;il(»i;iie  à  (^ellc  ciriployce 
au   u"  '2i)  (  '  )• 

Le  |)r()(;é<lc  de  M.  I''c|(';r  esl  pailiciilicrcinciU  coiiiiiHxlc  pour 
l'appi'oxuualion  (les  lunchous  |)ar((M|U(' les  <|iianlili''s  n,,  aux(|uelles 
Il  conduit  sont  des  suites  finies  de  Fouricr  et  non  des  séries:  udus 
l'utiliserons  de  préférence  aux  autres,  saul  dans  le  Chapitre»  \ 
(consacré  à   l'étude  du  procédé  de  somuiation  de  Rieinann. 

\  Oui  des  (;ons(''(|ueuces  ('Nidcules  de  nrts  i'<''sullals  : 

Une  série  de  FoKfiei-  ne  peut  èlre  C(>nverij[ente  en  un  point 
de  continuité  x„  de  f(x)  sans  conver<ier  vers  /[x„).  ni  en  un 
point  de  discontinuité  de  première  espèce  x,    sans    converger 

vers     [y  (a?,  —  o)  -h/(x,  4-  oj],  puisque  7/iix,i)  el7,i{x,  )  tendent 

vers  ces  valeuivs. 

Lnrsqu'  Il  ne  série  de  Fourier  est  di\('rgente  en  un  point  de 
continuité  ,r„  ou  en  un  point  de  discontinuité  de  première 
espèce  x^  la  plus  petite  et  la,  plus  grande  'les  limites  des 
sommes  successives  de  cette  série  contiennent   toujours  entre 

elles  /{.r„)  ou     [/(.r, —  o)  —  ./"(^,  +  o)],    sans   cela    7„.    dont   la 

limite  est  comprise  entre  ces  plus  petite  et  plus  i;rande  limites,  ne 

tendrait  pas  vers  /{x^y)  ou  -[/i''\  —  o)  — /{^\  +  ^  )]•  Les  points 

de  divergence  sont  donc,  en  x^  el  x^,  des  points  dindétermination 
de  la  série  et  non  pas  des  points  où  les  sommes  successives  tendent 
vers  H-  ce  ou  vers  —  oc.  (1  en  est  d'ailleurs  presque  toujours  ainsi. 
On  a,  en  eil'et,  en  appelant  1^  la  limite  supérieure  de  /', 


(')  Lorsqu'on  utilise  de  la  même  manière  le  procédé  de  l'oisson,  supposé  légi- 
timé par  le  raisoiiueinent  de  M.  Schwarz  et  non  par  celui  du  n"  31,  on  a  la  démon- 
stration du  théorème  de  Weicrslrass  qu'a  fait  connaitre  M.  Piciird  (  Traité  d'Ana- 
lyse, t.  I). 

L.  7 
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dans  le  (Ictnici-  moiuhre.  le  iiiultiplicaleiii-  <le  1.  est  ce  que  de- 
vient 7,1  f[iiiinil  /'(  H)  est  constante  et  t'-^ale  à  i  .  donc  ce  multiplica- 
teur égale  1.  De  ce  raisonnement  et  d  un  rai.->()unement  analogue 
on  déduit  <|ue  t,,  est  comprise  entre  le>  limito  luiérieure  et  su|)i'-- 
rieure  de  J . 

Supposons  maintenant  que  /'  soit  comprise  entre  /  et  L  quand 
on  ne  s'occupe  que  de  {x  —  h.  x  +  h),  alors,  en  modifiant  /  à 
rextérieur  de  cet  inter\alle  de  façon  qu'elle  soit  partout  conq>rise 
entre  /  et  L,  on  ne  modifie  t,^!'^  )  que  d'une  quantité  qui  tend  vers 
zéro  quand  n  croit,  donc  :  les  limites  inférieure  et  supérieure 
de  la  fonetion  f  au  point  x^  comprennent  entre  elles  toutes  les 
limites  vers  lesquelles  tendent  -yiiix.^)  quand  n  croit  indéfini- 
ment. Par  suite,  CinterK-alle .  qui  a  pour  origine  et  pour  extré- 
mité la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  limites  des  sommes 
successii-es,  pour  x  ^  x-^.  de  la  série  de  Fourier  de  f{x),  a  tou- 
jours au  moins  un  point  commun  avec  r intervalle  qui  a  pour 
origine  et  pour  extrémité  la  limite  inférieure  et  la  limite  supé- 
rieure de  f  au  point  ,/  j. 


III.     —     OpKI!  \T10NS     sir.     LFS     SF.lllKS     DE    FoURIKR. 

o^.  Multiplication .  —  Pour  puu\nir  iitdiser  une  série  d  ne 
suffit  pas  de  sa\oir  lui  iillrilmtM-  une  xuiimi-.  il  laut  encore  .savoir 
eiTectuer  sur  elle  certaines  opérations  simples. 

Il  est  évident  que  la  série  de  Fouiier  de  af\  +  l>ti'  a  et  h  étant 
des  constantes,  s'obtient  par  l'addition  des  séries  de  Fourier  de  /, 
et  /'o  multi|)liées  res|)ecti\  ement  |>ar  a  et  />.  Il  est  |ilus  difficile  de 
formel-  la  s(''rie  de  Fourier  {\ç  J\f.^^  F.  Nous  poserons 

y,  r^    -    /•/„  ^    2^  '^  ('  l>  CI>>p.T   —   Ù  p  >'\n  /l  .T  )  , 

f.,r^  -  ^o  —  \    (a/,  cos/>.r—  S/,  sin/?;r), 

F  ^  -  Ao  -H  2_,^  "^1'  c»ip-r  -J-  B/,  sin/^a-); 

nous  nou>  bornerons  au  cas  où  /',  et  /'^  sont  l)ornées  ce  qui  permet 
d'affirmei-  que  F  a  une  série  de  Fourier  si  /",  et  /:•  en  ont  une. 
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N()ii>  avons  li'Oiivé  (les  <:as  où  les  coeriiciciils  r/,,  /?,,  a/,  j,  for- 
inenl  des  siiil(;s  ahsoliiineul  eon\eri;enles,  n"  !2S  :  alors  les  séries 
représenlaiil  /,  et  /.>  sont  ahsoliimeuL  eonverf^etilcs,  on  peul  les 
imiltiplicr  leiiiic  à  leiiiu-.  icmplacer  les  produits  de  cosinus  ou 
sinus  |)ar  d('>  soiimics  algél)ri(jues  de  eosmiis  cl  sinus  et  i;r<)U|)er 
les  leriiic^  .iiiim  obtenus  d'une  manière  quelconque.  (Iroupons 
enseiuMr  ji'-^  Imiir-,  coiiien.iiil  eos/y  ./■  ou  siii  ^^./  .  nous  ol)lenon>.  en 
comeiiant   (|iie  ff_/,i=(i/,,  //    /,  = — /yy,, 


Ao  =    ^  ay  "-^0 -^  -/y.y  "i>  ^/'  ^  '^/'  f'i>  >' 
/'  =  » 

90 

/'  =  ' 
Ces  égalilt'-s  n*;  sont  jusqu'ici  d(''inonli-('es  que  si  les  série>   7  \^i\i 
7  \0i\,    7  |a,(.    Xli^'i   ■'•*"*    con\eri;entes   et    en   particulier  elles 

sont  vraies  <piand  ces  séries  ne  contiennent  cju  un  nonii)i'e  lini  de 
termes  non  nuls,  c'est-à-dire  quand  il  s  agit  de  multiplier  deux 
suites  finies  de  Fourier.  hJles  sont  vraies  aussi  (jiiaiid  une  seule 
des  séries  de  Fourier  à  multiplier  se  réduit  à  une  suite  finie;  pour 
le  voir  il  siiHira  évidemment  d'examin(;r  le  cas  où  f-,  se  réduit  à 
co<,px  ou  à  sin/j.r.  Supposons.  |)ar  exemple,  /'o=cos/^j&-  et 
examinons  seulement  1  égalité  relative  à  A,^,  tous  les  a  et  les  j  sont 
alors  nuls  saut  y.f,  qui  est  égal  à  1,  1  égalitf'  (jui  donne  \„  se  ré- 
duit à 

\    —   ' 

•l 

ce  qui  n  est  qu  une  autre  manière  d  écrire  l  égalité  évidente  : 
]_    l       /](  0  )  cos//e  cos/jO  <Yf) 

'  '"  L  *  '>  '^0  J 

Ces   remarques   faites,    il    suffira    évidemment   de   démontrer   la 
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première  des  égalités  (M)  pour  tous  les  systèmes  de  deux  fonctions 
bornées  et  sommables  pour  avoir  le  droit  de  conclure  à  l'exactitude 
de  toutes  les  forjnules  (M  )  pour  ces  fonctions;  car.  si  Ion  applique 
la  première  formule  (M)  aux  fonctions  /')  et  fjcosnx.  dont  on 
connaît  les  séries  de  Fourier,  on  a  la  formule  qui  donne  A„  et  de 
même,  si  l'on  applique  la  première  formule  (M)  aux  fonctions /i 
et  f-,  sin/î.r,  on  a  la  formule  qui  donne  B,^. 

Simplifions  encore  le  théorème  à   démontrer.    Dans   le   cas    du 
])roduity";,  il  se  réduit  à 


^0  =   -  «0  —  ^  ^  ^P  -^  H  '  ^   -    f        •'^"  ' 


(  0  )  dd. 


Si   cette   égalité  (Hait    démonlrc'e.   il   suffirait   de   l'appliquer   au 
calcul  de 

r    */.  -  "^'A  y'  'f'^  =  /"     f\d^^  '^À  /       /,/,  rU)  +  X^  f     fl  M,  . 

A  désignant  unt  constante  indéterminée,  pour  en  déduire  la 
première  des  formules  (M).  En  délîniti\e,  pour  démontrer  ces^ 
formules  (M),  il  nous  suffira  de  faire  voir  que,  pour  toute  fonc- 
tion /'  bornée  et  sommal)]c, 

J  r^  -«u-^-    7  {a I,  co'èpx -\- bi,s\n px )^ 
on  a 

(N)  -^^    f     fH^y}di)=-^al-^^(aJ,-,-bl). 


r='-\ 


Cette  formule  est  exacte,  nous  le  savons,  quand  il  s'agit  d'une 
suite  finie  de  Fourier:  appliquons-la  à  la  somme  'y,/ dt  M.  Féjer 
relative  à  la  fonction  /'.  On  trouve 


p  =  n 


i.  f   ^"^"  =  ^'"--2^''^^*''^'"^) 


/'=i 


D  ailleurs,  /"étant  bornée,  les  7,^  sont  aussi  bornés  et,  puisque  a^^ 
tend  \  ers  /-  partout,  sauf  pour  les  points  d  un  ensemble  de  mesure 

nulle  (II"  49),    /       7^  dH  tend   \ers    /      f'<i^^  quand  n  augmente 
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indt'-linimi'ul  (  n  ■  l!2).  Piir  suite  l'<''galité  (N  )  sei;iil  <l<''iiif)iilrre  si  l'on 
convenait  d'appliquer  au  second  nicrid)r'e  de  (Nj  le  proc('dé  de 
soinnialion  suivant  :  à  la  série 

on  fait  correspondre  comme  somme  la  limite  de 

l'oiir  (iiic  (Ni  soit  il('-moiilr(;e  (juand  on  emploie  le  procédé 
ordinaire  de  sommation  îles  séries,  il  siil'fil  donc  de  |)rou\er  que  le 
procédé  de  sommalioii  par  les  ï„  fournil  le  même  résultai  que  le 
procédé  ordinaire  (pi.md  on  lapplique  à  une  série  à  termes  posi- 
tifs, comme  celle  (pii  (ii^ure  dans  (N).  Or,  cela  résulte  de  ce  ([ue, 
quand  le>  //  >ont  posilif>.  ï„  est  au  moins  é^al  à  la  somme  de  ses /> 
premiers  termes,  lacpielle  tend  sers  la  somme  tics  /j  premiers 
termes  de  la  série  proposée  quand  n  croît  indéfiniment,  et  de  ce 
que  ï,^  est  an  |)lus  éj^al  à  //,,  +  ^/,-|-.. .-+-  Un- 

L'égalité  (N)  et,  par  suit<',  les  ('galités  (M)  sont  ainsi  démontrées 
pour  toutes  les  fonctions  sommables  hornées,  c'est-à-dire  que 
nous  saxons  écrire  la  série  de  Fourier  du  produit  de  deux  telles 
fonctions  donn('-es  par  leurs  séries  de  FV)urier.  Ce  n'est  qu'assez 
récemment  que  celle  multiplication  des  séries  de  Fourier  a  été 
légitimée  |)our  toutes  les  si'-ries  correspondant  à  des  fonctions 
intégrables  au  sens  de  Riemann  ;  la  iiK-thode  qui  vient  dètre  em- 
ployée p(tiir  le  cas  des  fonctions  sommables  est  peu  diflerente  de 
celle  qu'axait  utilisée  M.  Hiiruil/,  pour  le  cas  des  fonctions  inté- 
grables de  Piiemann  (  '  ). 

Il  serait  naliiiel  maintenant  d  t'-ludier  la  dixision  des  séries  de 
Fourier;  on  ne  connaît  que  bien  |ieu  de  clioses  à  ce  sujet. 

L'idée  (pii  se  présente  immédiatement  à  l'esprit  consiste  à  con- 
sidérer dans  les  équations  (M)  les  A,  B,  a  et  'p  comme  connus  et 
les  a  et  h  comme  inconnus.  Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la 
résolution  dune  infinité  d'équations  à  une  infinité  d'inconnues; 
je  me   bornerai   à  renvoyer  aux   quelques   travaux   que  j'ai  cités 


(')  \'oir  Math.  An/i..  l.  L\  II  et  LI\.  On  trouvera  là  des  indications  bibliogra- 
phiques concernant  la  iiiultipiicalion  et  l'intégration  des  séries  de  Fourier. 
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(n"    18)  el  qui  ((HK^i'rncnl    (;es  syslrmes,  ainsi  qu'à  un  article  fie 
M.  P.  Appell  [/Jitll.  (le  la  Soc.  nuil/i.  de  France,  t.  XIll). 

J'indiqur  encore  une  question  qui  uiérilerail  d'être  étudiée  soi- 
gneusement :  (le  la  conNergence  des  séries  de  Fourier  de  /',  et  /;. 
peut-on  concluie,  dans  des  cas  (^tendus,  à  la  convergence  de  la 
s<''rie  de  Fourier  de  /",/o? 

53.    Jntéi:rnti(in.  —    Soil  une  fonction  soinniahle 

son  intégrale  Ff.r)  =   /     /(y'  >  f^^-  étant  à  \arialion  bornée  (n"  1 1  ), 

est  re|)résentable  dans  (o,  27:)  par   sa   séiie  de   Fourier  uuiforuié- 
nient  conxeryente  (  n"  U)).  sauf  antoui-  de  ./"  ^  o. 


F(.r)  =  —  — ^  (  \/,  r()S/>.r    -  K^,  sin/> 


r) 


(o<.r<  ■>-), 


avec,  pour  p  ^  o, 


P 


=        \V — /  /  siii  p.r  (l.r  —  — 

B/,  =  -    /        F  ûwpx  (Ix 

I       /•'"                    ,               «n        a,, 
-  /         /  VMS  nx  ax  = -T • 


I         ,  .■ns/>r 


=  -  M 


Doù 


An         VI  /        b,,  dp     .  f'o     -  \ 

[Ux)=-^-2^{^-^rn.px^-J^.mpx-j^>npxy 


P         ■  P 

Faisons  .r  1=  o:  en  tenant  compte  de  (^'(-f-  o  )  =:  o  on  trouve 

F  (  —  o  j  -i-  F  (  ■>.  -  —  o  )  _-f(u  _  -^    ,  "V  _  ^' 


d'où  A,,;  et,  d'autre  part,  dans  (o,  27t). 

1/?./;  = 


Vrt„     .  X- 
sui  n.r:  = 
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donc  on  ii 

■  ^  "u  V    '    r  •  / 

l'{X)=  X  -r-    y—  \(f,,  >IU  p.r  —  h,,<  CO'^T —  l)|; 

la  série  de  Komicr  de  /  c-it  donc  inl<'i;iid)lc  terme  à  ternie  de  o 
À  r  <i  ■?.~.  lin  soustrav;int  l'I./.,)  de  l''(^./,  )  on  xeriii  (|ue  hi  -^érie 
de  h'onrn-r  de  /"  <'^t  int«''iii-;il)le  d;ins  (  .r, ,  ./.,).  |toiir\ii  (|iie  dans  cet 
int<'i\alle  ne  >e  Ifoiixe  .iiicnne  \aleiii'  cuni^nie  à  o.  Si  I  on  faisait  le 
clian^einent  de  \arial)le  .^■  =  \  —  c/  a\ant  le  raisonneinenl.  on 
serait  condnit  à  constater  la  possihilité  d  inli'^i-er  la  série  de  Fou- 
l'ier  dans  (.f, .  .X'j  )  ne  conleii.uil  |),l^  de  valeur  coni;rne  à  ((,  cesl- 
à-dii'ê.  [)iiis(|ne  ^/('sl  i|iielconqne,  dan^  loiit  iiilei\alle  d  ('tendue 
moindre  que  '.-.  \a\  partageant  un  inler\alle  quelconque  en 
parties  d'i'lendues  moindres  (pie  2~.  on  \  t'riliera  I  énoncé  fjénéral  : 

/.a  s<''ri<'  lie  houiicr  <le  /".  iiit('i;j:ri'u'  tciinc  à  Icrinr  dans  un 
inL('r\'(iU('  (jui'Iront/ui'.  fournil  l' inlr^idli'  de  f  dans  cet  inter- 
valle. -Si  l  une  des  e.r Ircniilês  de  eei  intervalle  est  rariahie,  la 
série  obtenue  est  unijoriné nient  convergente. 

o4.  Dérivation.  —  Supposons  (jn'on  connaisse  la  série  de 
Fourier  dune  l'onction  F(./)  partout  dérivahle.  sauf  pour  .r  ^  o, 
et  dont  la  (l(''ri\ée  esl  sommahlc.  et  proj)osons-non>  de  (ornier 
la  série  de  Fourier  de  sa  déri\(''e  /':  ou  hien.  supposons  (|ue  F(x) 
soil  l'intégrale  indéfinie  de  /'.  et  |)roposons-noiis  de  former  la  série 
de  /'.  En  consei\anl  les  notations  du  numéro  pi'écédent,  les 
égalités  qui  v  ont  él(''  elahlics  r(''sol\enl  le  prohième:  seulement, 
comme  on  ne  suppose  plus  F(+  o  )  ^  o.  légalité  (pii  nous  a  servi 
à  calcnler  A„  doit  être  remplacée  par  la  suixante  : 

— = F(  -H  o  1   = r     >    A/„ 


d'ori  I  (tn  tii-era 

V  ^  ■>.  —  —  (  )  I  —  ["  !  —  (  >  )  ■>  F  (  —  O  ) 


T-;2^" 


Sn|)posons   que  Ton   dt'rive  terme   à    terme   la   série  de  Fourier 
de  F,  nous  ol)tenons.  en  tenant  compte  des  relations  indiquées, 

>  — P-S-i,  >\np.r  ^- p  H/,  cuspx-  =  y  f>,,  -iii/>.r  -^  «,,  cospx  —  a^  cosp.r. 
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En  i;éiiéral  ce  n  est  |»as  une  série  convergente;  en  edct,  a.p  tend 
vers  zéro  cjuanci  />croit,  donc,  saut'si  «„  =  o,  le  coel'ficienl  (a^  —  f/n) 
de  rosp.r  dans  celte  série  ne  tend  pas  vers  zéro,  et  nous  verrons 
que  c'est  là  une  condition  de  divergence  (n"o7).  La  série  obtenue 
ne  diffère  de  la  série  de  Fourier  de  /  que  par  l'al^sence  du  terme 
constant  et  par-  la  pr(''sence  des  termes  </„  co<,/jx.  Mais,  d  a|)rcs  ce 
qui  a  été  dit  au  n"  oO  sui-  ra|)plication  du  procédé  de  M.  Fejer 
à  la  série  'Scospx,  la  série  obtenue  en  dérivant  la  série  de 
Fourier  de  F  est  sonimahle  par  le  procédé  de  la  moyenne 
arithmétique  et  représente  f  ei}  tons  les  points  oii  la.  série  de 
Fourier  de  f  serait  sommahle  par  le  même  procédé. 

Bien  entendu  la  série  obtenue  en  dérivant  la  série  de  Fourier 
de  F  pourrait  aussi  ètie  sommée  j)ar  le  procédé  de  Riemann,  en 
tout  point  si  /  est  la  déri\ée  de  F,  partout  sauf  aux  points  i\\\\\ 
ensemble  de  mesure  nulle  si  F  est  lintégrale  Indéfinie  de  /'. 

Pour  que  la  série  de  Fourier  de  V  lournisse.  par  d(''r[\alion,  la 
série  de  Fourier  de  /"il  laul  et  il  suClil  (|ue  <^/„=o,  c"esl-à-dire 
que  F  soit  périodiqiu',  et  c  est  dans  ce  cas  seulement  (pie  la  (b'-ri- 
vation  peut  conduire    à  une  série  convergente  paiioiil. 

Vinsi,  quand  on  est  dans  les  meilleures  conditions  possibles,  une 
série  de  i'ourier  dérixée  terme  à  terme  conduit  à  une  série  de 
Fourier;  int<''grée  une  lois  elle  conduit  en  général  à  une  série  trigo- 
nométricpie  plus  un  polvnoine  du  premier  degr(''.  inté'gr('e  //  fois 
elle  conduit  à  une  s(''rie  trigonoiiH'lricpic  j)lus  un  |)olynome 
du  //"'"'■  degré.  Si  donc  on  \eut  utiliser  les  séries  de  h^ourier  |)our 
obtenir  des  dé\eloppements  qu'on  puisse  dérner  ou  intégrer  ind<'-- 
finimenl  terme  à  terme  sans  (pie  le  di'\  cloppeineiit  cli.ingede  forme 
il  sera  naturel  d  essayer  si  l'on  ne  p(»uriait  pas  armer  au  r(''sulta! 
désiré  par  renq)loi  de  la  somme  d'une  série  de  Fourier  el  d  une 
série  entière,  lui  fait  \I.  Borel  a  démontré  tpie  ces  sommes  c(3nve- 
naienl  pour  la  représentation  des  fonctions  ind(''fininient  déri- 
vables('). 


(')  Voir  la  Tlièse  de  M.  tîoiel  {Annales  de  l'École  i\ornuile,  i8y.'),  p.  ?>- )  ou 
le  Chapitre  IV  de  ses  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles.  Uaii-  le 
Volume  cité  des  Ann.  de  l'h'c.  I\'orm.  on  trouvera  aussi  un  Mémoire  de  M.  M. 
Lei'cli  :  Sur  la  déri\'ation  d'une  classe  de  séries  trignnométrii/ues. 


SEniKS    DE    FOLRIER    OUELCONQUES.  I03 


IV  .    —   Applicatio.ns   géométriques. 

oo.  TIléorèmr  d<^  Jraii  licrnoiilli .  —  Www  ;i|)[)li([ii<T  les  rt'-- 
siillats  (^iTou  vient  d  ohlenir,  je  \;iis  déinonlrer  un  ihéorènie  de 
Jean  lieruoidli  jtar  la  niélliode  (|u  a  einployce  Poisson  dans  ce  but 
{^Journal  île  l' Emlc  Polylrçhinque,  Caliier  18). 

Consulérons  une  coiirix"  Ça  a\ant  des  tanj^entes  et  suj)|)o- 
sons  (|ue.  loisqii  un  point  M  |taic(iiii-l  ( ',.  la  tangente  en  M  tourne 
tou|oiir>  dans  le  inèMic  sens,  ce  (|ue  nous  exprimerons  en  disant 
que  (j  est  convexe  (  '  ).  Soil  \l)  I  arc  de  courhe  C  considéré,  nous 
supposons  que  la  tangente  en  H  (ait  un  angle  droit  avec  la  tangente 
en  A.  Soit  F  (-(die  des  développantes  de  C  dont  le  rayon  de  cour- 
bure en  \  est  nul,  c"esl-à-dirc  qui  pas>e  par    \. 

.1  a[)[)elle  j],  son  extrémité;.  Soit  G|  celle  des  dével()|)f)anles  de  V 
qui  passe  par  H,,  j"a[)pelle  A,  son  extrémité.  Soit  F,  celle  des  dé- 
veloppantcs  de  ('.,  qui  passe  par  V,,  j'appelle  Bo  son  extrémilé.  et 
ainsi  de  suite.  Le>  points  A.  V,,  A.,,  ...  ->ont  ^ur  la  normale  A  X  à  C 
en  V:  les  [)oint^  B,  B,.  Lî,,  ...  sont  sur  la  tangente  B  X'  à  C  en  B. 
AX  et  BX  sont  deux  droites  parallèles.  Nous  nous  |)roposons  de 
recherclier  si  les  courbes  C/ et  les  courbes  F/,  (|ui  s'éloignent  indé- 
finiment entre  AXet  BX',  ne  tendraient  pas  sers  une  forme  limite. 

Considérons  ww.  point  .M  de  C  et  les  points  y.  et  M,  correspon- 
dants de  F  et  C,.  Désignons  par./-  langleaigu  de  la  tangente  en  M 
avec  BX',  par  v  lare  BM  de  C.  par  /•  le  ravou  de  courl)urc  de  C 
en  M;  par  .j?,,  .s,,  /•(  nous  désignons  les  éléments  analogues  de  C,  : 
par  ç  langle  aigu  de  la  tangente  à  F  en  <x  avec  A  \,  par  t  I  arc  A  ul 
de  F.  par  c  le  ravon  de  courbure  de  F  en  u..  \\anl  d  aller  plii>  loin 
remarquons  quon  n  introduit  aucune  livpotlièse  nouvelle  eu 
supposant  lexistence  de  ravons  de  courbures,  car,  si  C  n  en  avait 
pas,  C,  en  aurait  un  et  il  suffirait  de  faire  commencer'  à  C|  la  suite 


(')  Bien  <|u'iine  diuite  puisse  parfois  renconli-er  C  en  plus  de  deux  [xiints;  c'est 
ainsi  qu'avee  la  détinilion  du  lexle  un  arc  iiuelconquc  de  spirale  d'Arcliimède  est 
convexe.  Celte  déliinliuii  csl  celle  qu'a  adoptée  M.  Bore!  dans  sa  Géométrie  élé- 
mentaire, p.  39  el  4w. 
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des  couihes  C.  On  a 

X  =  X\,  :r-.-J  —  — >  s-f-p:=  const.,  j  -i-  /•,  =  cotist., 


X  -^  i  ~  —■>           s-f-p  =  const.. 

ds                       f/a 

Th--''         4  ~  •' ' 

d^  /■,               ^/^  a         ^  \  f/ï  /          dp 

ds 

dx^               dx-              dx             dx 

dx 

Posons  alors 

/•  r^  />,  <\\\r  -f-  h^  sin  i.r  -f-  ^5  sin  ').7'  -J-.  .  . , 

<e(|ui  esl  possible  puisque   /•  n'est  encore  défini  (|ue  dans  (o,-  j- 

On  pourrait  d  adleiirs  r(iii|)laeer  relie  égalité  for-nielle  par  une  éga- 
lité entre  nombres  telle  cpie  la  série  du  second  membre  soit  unifor- 
mément convergente,  car,  à  condition  peut-être  de  sii|)priiiier  les 
premières  courbes  C,  G,.  .  •  .,  on  |)eiit  supposer  (jue  /(o)^  o  et 
que  !'{.(' )  a  partout  une  dérivée   borné-e.  Kn  intégrant  deux  lois  on 

'"■'{1}      , 

aura  — /•,  ;  si  I  on  remarcpie  cpic /"i  (^o  )  =  o  el =p( 

on  obtient 

,  h,        ..  b,        . 

—  p  =  6i  eus. 7-  -(-    --  cos  vr  H —  cos  )  j;  -1-  .  . 

j  5 

/•i  =  b\  sinx  -^  —  sin  ix  h siri  >./■  -t-.  .  . . 

i-  .-)- 

Par  suite  le  ravori  de  courbure  /■  ^  de  C^,  est 

,        .                   />î      .     ..                />:.      .      - 
/•„  =  h\  SI  11  .r  H sin  ■>./■  -I-  sin  >./•  -1-  .  .  . , 

f'pÇx)  tend  donc  veis  K(\x)  =  6)  sinj:-.  On  déduira  facilement  de 
là  que,  si  l'on  ellectuait  sur  C,,  C^,  .  .  .,  les  translations  le  long 
de  BX'  (pii  amènent  B,,  Bo,  ...  eu  B,  les  positions  que  pren- 
draient M,,  Mo,  .  .  .  tendent  \ers  un  point  de  la  courbe  S  passant 
par  B  et  définie  par  I  égabté  R(-c)  =  ^1  sin./'  entre  son  rayon  de 
courbure  R  et  l'angle  x  que  sa  tangente  fait  a\ec  BX'. 

Les  formules  ordinaires  de  la  géométrie  permettent  de  vérifier 
que  S    esl  une  demi-cycloïde  ayant  B   pour  point  de  rebrousse- 
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meiil  Cl  (|iil  csl  iKuniiilc  ;'i  \\.  IJ";iill<'iir-s.  (1rs  (|ii  <•>!  ilc'iiKniIrce 
l'exisU'iicr  (lime  coiirlx'  liiiiilc  Z  ne  (l(''|)(Mi(l;inl  (|iic  du  -.cul  |)ara- 
iiirl  rc  /-», , 

ùf  =  -    I        r  siiio-  c/t  =  ^    /       ^mo"  (  -7^  )  dx  =  ^  h, 
'"  •  0  "     Il  ' 

/i  i<'|>n'-s(Milanl  la  dislancc  «le  W  cl  15  \'.  il  csl  cvidcnl  que  9  est 
celle  cvcloVde  |iiiis(|iie.  poiii"  elle,  loiilo  les  eoiirhcs  ( ..,  sont 
.-aies. 

Les  courbes  r,  oui  (''n  idi'unueul  [huii-  liiuile  uue  dcuii-cycloïde 
cf;ale  à  Z.  Ou  \ciTail  de  uiènic  (|ue,  si  la  courbe  C  elail  convexe, 
mais  <|ue  les  laui;fules  aux  exlréinilcs  ne  lassent  |)a>  entre  elles  un 
aui;le  didil.  les  courbes  Ci,.  (l.<  .  .  .  el  T.  I, .  .  .  .  lendiaienl  vers 
nue  loi'Mie  liniile  é|(i(\  cloïdale  :  poiii'  (|ue  ces  cdui'bes  elles-mêmes 
aieni  une  courbe  linille  il  taudcail  cil ecluer  sur  elles  des  transforma- 
lions  |)ar  li^ure>  scndihibles,  les  rapports  de  similitude  ne  dépendant 
ipie  de  raiii;le  des  tani^enles  à  G  en    \  cl    !!. 

Dans  le  cas  où  G  nesl  pas  convexe  il  semble  bien  (|u  il  n'existe 
|»as  de  propri«''l<''  analoiiue:  ou  le  verra  en  considéi'anl  le  cas  d  une 
couiIm-  g  roruiée  par  un  aie  7.j  de  circonlV-rcnce  pins  par  le  même 
arc  parcouru  en  >eu>  inverse  de  j  \eis  a.  Le  cas  des  courltes 
l^auclies  n  a   pas  été  examiné  (|ue  je  saclie. 

o().  riK'orènw  des  iso/xhinirlrcs.  —  l'our  laire  connaîlre  une 
auli-c  a|)plicalion  i^éomélricpic  je  \ais  (b'-monlrer.  par  la  méthode 
de  M.  Ilurv\ilz,  l"inéi;alit('  qui  constitue  le  théorème  des  isopéri- 
uu'lres  (  '  ). 

Soit  G  une  courbe  plane  fermée  sans  points  uiulli|)les.  reclifiable, 
c  esl-à-dire  de  longueur  fuiie  L;  \\.  Jordan  a  déniontré  ([uune 
telle  courbe  |)arlai;eail  le  plan  en  deux  régions  et  que  la  région 
inté'ricure  est  de  celles  qu'il  a  a|ipelées  (juai-rfiblcs  et  auxquelles 
on  |)eut  attacher  une  aire  A.  ^L  Jordan  a  UKUitré  de  plus  que,  de 
quel(|ue  façon  ([u'on  exprime  les  points  de  C  comme  fonctions 
continues  d  un  |)aramètre,  ces  coordonnées  sont  des  tondions  à 
\ariation  bornée  de  ce  paramètre,   b^nfin.  de  (|uelque  façon  (pi  une 

(')  \'oir  Annules  de  l'Erolc  normale  sii/jerieiire.  190J. 
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courbe  reclifiable  C|  lencle  uniformémenl  \ers  C,  la  longueur  L, 
(le  C|  a  une  plus  jDetile  limite  au  moins  égale  à  L  el  l'aire  A(  de  G| 
a  pour  limite  A.  D'ailleurs,  on  peut  toujours  clioisirCi  de  manière 
que  L|  tende  vers  L. 

Ceci  posé,  exprimons  les  coordonnées  des  points  de  C  en  fonc- 
tion de   1  arc   .s   de  C  compté  à    partir  d Une  origine  arbitraire   et 

posons  /=  — ^«  JNous   aurons 

T  =  -  ao-+-  ^^{  a ,,  cos/;/  -v-  ù/,  sin/»/  ), 

y=  -  ^(1  -i-  /■  ^i  t-p  CD^pt  -+-  j^,  >\n pf  ), 

les  séries  qui  (igurenl  dans  x  et  dans  r  étant  uniformément  conver- 
gentes. Supposons  d'abortl  que  :Z' et  r  «dent  partout  des  dérivées 
en  t  et  que  ces  dérivées  soient  sommables;  nous  aurons,  puisqu'il 
s'agit  de  fonctions  périodiques  (n"  54-),  --•---'•■c--! 


dx         V^ /     , 

-jf  ^  2^( pu, ,  cos pf  —pa,,s\npf] 

~J^  ~  ^{p'^/>  co< pt  —  p oc,,  ^inpt , 


et.  d  "au  Ire  part, 

dj'    -       ( dy  \- 


(^■»'-(ir=(^)" 


Nous  >a\oiis  calculer    /        \ -p  )   d^-      1        {'T  )   ^^^    1^'^^    '*   ^^^~ 
mule  (Ni  du  n"  52.  De  ce  calcid  nous  tirons        . 

L2  =  •,  t2  V  p>  (  af,  ^  hf,  -+-«;,-+-  Ô2  ) . 

iJautre  |)art,  de  la   première  des  formules  {M)  du  n"  52.  nous 
déduirons 


'\dj 


=  /      ^-;^^ff  =  -^^^p'i^/'—f',-^,> 


-^ 


L2—  4itA  =  -2-2  \  [(  pa,j—  ci, ,)'■+-  (  />^,,^  ù,,y^^(  p-^—i){  Of,—  ^f,)\. 


--7  sKiulis  \)i:  i-()Luii;ii  oi  ki.conui  ks.  io(i 

,>.  -«^ 

I  )(''l);irriiss(ms-iious  maiiilcniinl  de  I  li  \|)ol  licx;  faite  rc'liiti\  eiiH^iil 

a   I  exisUnice  tie  -^  et  —  ■   ll,n  reMiai(|iiaul  i|iic  xiL)  et  y[t)  sont 

à  noiubi-es  dériv«''s  bornés  et,  par  suite,  ont  des  (l<Ti\ées   presque  ; 
'v' '"'partout  (  n"  II),  on  pourrait  M'rilier  que  nos  «aïeuls  sont  eoi-recls 
dans  tous  les  eas  :    niais  les  reniai<pu;s    (pu   ^ui\<-iit   >uf(iiont. 

i*r<'nons  une  courbe  C)  <pii  tcnil  vers  (^  et  dont  la  lonj^ueur  1^, 
tend  Ncrs  L;  il  est  facile  de  construire  c(;lte  courbe  de  façon 
(ju'elle  soit  de  celles  auxquelles  s'appliquent  les  raisonnements 
précédents. 

VIors.  les  ('léinents  allectés  d'un  indice  i  coirespondanl  à  C,, 
on  a 

Le  premier  membre  tend  \ers  L- —  4~V  (piaiid  (".,  Icnd  vers  G; 
la  somme  des  k  premiers  termes  du  second  membre  tend  vers  la 
somme  correspondante  relative  à  la  courbe  G,  donc  on  a 


et,  par  suite, 
saul  peut-être  si 


'I  =  pl: 


bs  = 


L-^— 4-.\>o, 


ao  =  a.j  =  .  .  .  =  />2  =  6.j  =  .  .  . 


■^3  =  - 


auc[uel  cas  G  est  une  circonférence  et  Ion  a  bien 

L2=4-A. 

Donc,  pour  toute  courbe  ferntre  sans  point   douhle,  recti- 
fiable  et  de  longueur  L,  limitant  une  aire  A,  on  a 

L^-4-A^o, 
le  signe  =  ne  convenant  qu'au  cas  de  la  circonférence. 
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SÉRIES  TRIGONOMÉTIUOl  KS  OIRLCONOIFS. 


l.es  recherclies  exposées  dans  ee  deruiei-  Cha|»ilie  contiiiueiit 
et  eoinplètenl  eelle>  dont  i\  a  (''t(''  (|iie^tion  au  Cliapili-e  II  :  eoinnie 
celles-ci,  elles  oui  pour  but  prlini|)al  de  nous  taire  coniiailre 
quelles  peuvent  ètie  les  séries  ti'igouométriques  leprésentant  des 
fonc^tions  données. 

o7.  TlK'orèmc  de  M.  Goorii  Canlor.  —  Lorsqii' une  série 
triiionoinétrique  est  CDiivcri^ciitc  pour  tous  les  jxiints  (Vun  in- 
tei'^alie,  ses  coefficienls  leivlenL  rers  zéro.  Gela  sera  évidein- 
nienl  prouvé  si  nous  démontrons  tjue  la  série  trigonométrique 
dont  le  terme  général  est  p,,  cosnix  —  a„  i  ne  peut  con\erger  que 
pour  un  ensemble  de  valeuis  de  x  de  mesure  nulle  lorscpie  z„  ne 
tend  pas  vers  Zf'-ro  quand  /?  croit.  En  ell'et.  lorsqu'il  en  est  ainsi,  on 
peut  tromer  une  suite  croissante  d  entiers  ui  tels  que  les  nombres 
o„  correspondants  soient  tous  supérieuis  à  un  nombre  fixe  m  ditlé- 
renl  de  zéro,  t  étant  arbitraii'cment  <  lioisi  positif,  le  nombre 
|o„cos/i<(x  —  ^-„,)!  surpasse  s,  sauf  pour  des  valeurs  de  x  qui 
forment,  pour  o -<  x  <<  2—,   un  ensemble  de  mesure  au  plus  égale 

à  Ti^4arcsin— 5    et    nous   devons    en    conclure    in"  9)    que    la 
ni  '      ' 

mesure  de  lensemble  des  points  de  convergence  est  au   plus  y,. 
Notre  théorème  est  ainsi  démontré,  car  y,  tend  vers  zéro  avec  £. 

Ce  théorème,  que  Riemann  semble  avoir  considéré  comme  évi- 
dent, a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  (i.  Cantor  (  '). 

(')  Journal  de  Crelle,  l.  Il:  Math.  Aii/uiten.  l.  I\  :  Ac/a  matheinatica,  l.  II. 
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l*i)iir  Ic^  iccliciclics  siii\,ml(;>.  ii  i'>l  possihlf  de  s'en  |);isser  (•(uimie 
lOiil  reiiiHi(|U(';  KieiHiimi  el  Kroiiecker  (');il  .^tiUil  pour  ecl.i, 
ayant,  la  séi-ie  trii;()ii<)niélr'l(|iie  S(.rj  con\ergente  poiii  .r  =  Jr;„,  de 
raisonner  iiiii(|ii("ineiil  sur  hi  si'tm'  <'n  o,  S(j7,) -f- o  )  +  S(j:o — ''■>)■} 
donl  les  coeffieienls  tendent  \ers  zéro. 

Une  série  donl  les  eoelfieients  ne  len<lenl  pas  \ers  zéro  peut 
avoir  des  puints  de  conNeii^cnee  da[is  loiil  inleivaile;  on  en  tron- 
\era  des  exemples  d;in>  le  dernier  para^raplu;  du  Mémoire  de  Rie- 
mann.  le  plus  simple  <'st  celui  (l(^  la  s('Mie  Is'mx  fi  l  t^.i'  (jui  eslé\i- 
demment  conN  ei-j;enle  pour-  joute  \alfur  rationnelle  de  x  (-). 

5S.  lliéorèiue  fondamental  de  Hi.emann.  —  Nous  allons 
eonsicJérer  maintenanl  une  série  LrigononK'Irujue  (S),  dont  les 
eoi^iicieiils  lendent   \ers  zc'-ro, 

(S  )  -<T,|     -    7  (  if,,  CO^nr  -r   bn'-'wMlX  )  =  Ao  4-  Al  -t-  A-)-r  .  .  ., 

et  reelierelier  dans  (piels  cas  on  peut  lui  applnpier  le  proe(''dé  som- 
matoire  de  l'uemanni  n"  \\))  (jui  eoiisisie,  comme  on  lésait,  à  poser 

,,  ..       p  A,,^-        A,        A,        A:. 

•',  1-        ■>:-         >•- 

el  à  attribuer  comme  somme  à  la  série  proposée  la  limite,  pour 
Il  ::=  o.  dune  (piantitt'  que  Ion  nctiera,  en  modifiant  légèrement 
les  !iolati(>ii->  du   n"  (>. 

A'^F(.r)         F(./- 4- -iA  )  ^  F(,r  —  -ih)  —  -x^  (x)  y^i        /sin/?/(.  \- 


.-lA,.(: 


4/(2  4/i2  -  "  ■  ^-  /'\    pk 

Le  théorème  fondamental  (pi  (jii  \a  tout  d  ahord  d(''montrer  est 
le  suixanl  :  h)rs<me  (S)  est  eonver<j;ente,  le  procédé  soinniatoire 
de  Hicmann  s\ippliqiie  et  est  d'accord  avec  le  procédé  de  som- 
ma lion   ordinaire . 


(')  Voir  \v  paiagraplie  II  du  Mémoire  de  lîieinann  el  un  travail  de  Kroneck.er 
dans  le  Tome  72  du  Journal  de  Crelle. 

('-)  On  prouvera  facilemenl  que  la  série  2/«  sin /V  !  ira:  nesL  runversenle  que 
pour  les  valeurs  rationnelles  de  x. 


CHAPITRE    V 


Il  suffira,  pour  cela,  de  montrer  que    7   A,,  (  — — —  j    tend,  quand 

h  tend  vers  zéro,  vers  la  série  S  A^  suj^posée  convergente. 
D'après  le  n"  !2o,  d  suffît  de  montrer  que  la  quantité 


« — 1 

_  V I  r  ^'"/'^^  I  " 


■21 


-\n  ph 

-jïïr 


'ini  p 


/>   1-1 


I  I  //  I 


est  uniformément  hornée.  Dans  le  second  membre  prenons  l'en- 
tier n  de  façon  que  le  signe  |  |  soit  inutile  dans  la  première 
somme  :  d  suflira,  pour  cela,  (pie  Ion  ait  //  I  A  |  <C  ~  <<  (  /r  -)-  1)  |  A  |. 

J  .  ,  I  /  sin  /i  ,  -       /  sinn/j  \-  .    , 

La    première    somme    est    alors    1  — -j—  j  —  (    —  . —  1  5     quantité 

bornée. 


La  seconde  somme  est  égale  à 


2 


i^inphy- —  [sin(  yo  H-  I  )/?  ]"^ 
jd2  h-2 


[  sirii  p  -r-  \)  h 


47^~ 


(yD  -+-  I  Y-  h'^ 


en  remarquant  que  la  différence  des  carrés  des  sinus  est  égale  à 
I  sin(^. />  +  \)Ji  sin  A  |  <;  |  A  1,  on  voit  que  cette  somme  est  infé- 
rieure à 


I  A 1    _       I       ^   f^        dt  I      _ 

/>■-/("-        n- h-    ^  /        ,   ,  t-         n- /i-        in 

I  •    \  n  —  \  \  Il 


1)1/(1  /i2/?2 


<piantité  bornée,  car  elle  tend  vers \ 


Démon Irons  encore  que  l'on  a  toujours  : 

lim  ; =  lirn     2  A„A  -f-  2  7  A„ '— —     =  o. 

Cela  résulte  (n"  2o)  de  ce  que  l'on  a,  en  conservant  les  notations 


précédentes, 

■^  I  (sinphy- 
^  I      p'^h 
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I 

.  .  ,V^  /-iii/>A     -  ,  ,       v^     I  /i 


n3 


'^'^'I-^^Hm' 


(|u;iiilil(''  IxtriK'c,   car  elle  leiul  S(M'S~-t-  -  (  '). 


o9.  (oiidition  néo^ssdifc  et  siij/isanlc  rldDiontréa  pai-  flie- 
niann.  —  Soit  une  fonction  f{.v)  de  |)crio(l(,'  '^t.,  nous  nous 
deinand(»nsà  (juclles  conditions  clic  <loil  satisfaire  pour  qn  d  evisle 
une  série  tniioiU)métri(pic,  dont  les  eoeidcients  tendent  \eis  zéro, 
à  laipiellc  s  appli(|iie  le  pn)e(';d(''  soininatoire  de  Piicniaun  et  dont  la 
soniiue.  obtenue  parce  procé(l('.  éj^ale /(  .r  ). 

Il  faut  ('-N  idemment  tout  d'abord  que  la  condition  suivante  suit 
remplie  (  n"  ()  )  : 

i"  y(j")  <ist  1(1  dérivée  seconde  généralisée  d' une  fonction 
continue  F(.r). 

La  dérivée  seconde  _i;<''n«''ralisée  de  ¥ i^x  -\-  2-)  —  F(.r  )  est  éi^ale 
à  f{x  +  2-  )  — f{x)  =  o  :  donc  F(x  +  -it.)  —  ¥  (x)  est  une  fonc- 
tion linéaire  (n"  (5)  cpie  I  on  peut  noter  ii-[  A„,r -^  t:  Aq -;- C,  J  : 
on  \érilie  de  suite  que.  si  1  on  pose 

F ( .r  )  =  G,  ,7'  -h  A,,  ' 1-  *  (  :r  ), 

<ï>(.c)  est  une  fonction  continue  de  |jériode  2—. 

En  remplaçant  *]?[x)  par  sa  série  de  Fourier,  on  trouve  une 
égalité  formelle  qu  on  peut  écrire 


A„.r2  _  A,  _  .\j 
•2  I  -  i- 


n- 


F(.r)  =  C-hG,:r 
\,i  étant  de  la  forme  a  co>nx-^  3  s'in/ix  :  il  reste  seulement  à  écrire 


{')  Pour  d'autres  applications  des  raisonnements  de  Riemann,  voir  une   Note 
de  M.  Fatou  {Comptes  rendus,  iyo5). 

L.  8 
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que  \„  LcikI  \  <'is  zi'to  pour  écrire  i\u  niéine  eou|)  que  1  égalité  pré- 
cédente est  une  égalité  entre  nombres  et  ([ue.  en  déri^ant  deux 
fois  le  second  membre,  on  a  une  série  à  coefficients  tendant  vers 
zéro  qui  représente  ./(■^■)  ;i  la  manière  indicpiée.  Doù  cette 
seconde  condition  : 


2"   E/i  posa/if 

n  -    I  f|'  (  /  )  c < )s  n  (  T  —  t }  (Il 


:—  a 
-A, 


le  second  membre  tend  vers  zéro  avec  -,  uniformément  ciiiel 
que  soit  x. 

Les  conditions  i"  et  2"  constituent  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  cherchée  :  on  \errait  facilement  c(uniiieiit  il  faut  la  mo- 
difier si  ./(^'  •  n  existait  pas  en  certains  points  ou  si  l'on  renonçait 
à  la  sommabilité  de  la  série,  ou  à  légalité  de  /"(  ,r)  et  de  sa  somme 
en  certains  points.  Je  laisse  cela  de  côté  pour  indiquer  la  transfor- 
mation que  Kiemann  a  l'ait  subir  à  la  condition  •>",  et  qui  est  la 
partie  importante  de  cette  recherche.  11  est  éxident  en  ellet  que  la 
condition  1",  (|ui  n  est  (ju'une  tautologie,  serait  suffisante  si  l'on 
nés  imposait  pas  la  restriction  supplémentaire  (|ue  les  coefficients 
de  la  série  représentant  /(.r)  tendent  vers  zéro  en  \iie  dun  appli- 
cation ultérieure  au  procédé  de  sommation  ordinaire. 

Nftus  désignerons  par  u(.r)une  fonction  continue  de  jtériode  271 
ayant  partout  une  d(''ri\ée  première  et  ayant  partout,  sauf  en  un 
nombre  fini  de  points,  une  déri\ée  seconde  à  \ariation  bornée. 
D'après  les  n"'  27  et '28,  si  le  (« -t- 1  )"'"^  terme  de  la  série  de  Fourier 
de  'xix)  est  <7,;  cos/ij"  H-  h,i  sin/i.r.  iï^n,i  et  n''^b,i  sont  bornés,  donc 
n-a„  et  n-bn  tendent  vers  zéro.  D'autre  part,  si  \e[n  -t- 1  )'"^"'^'  terme  de 
la  série  de  Fouriei-  de  <I>(  x")  est  %„  cos/?.r  +  ^i,^  s\nnx,  n'-y.,i  et  n-  j,, 
tendent  vers  zéro.  Donc,  d'après  les  formules  (M)  (n"  o2),  le 
{n.  4-  i)""""^  terme  \,,  cos/<.r-f-  B,,  sin/?.z'  de  la  série  de  Fourier  de 
4>(.r)  |j.l  /•  )  est  tel  que  n-  \„  et  //-B,/  tendent  \ers  zéro,  ou,  si  Ton 
\eut,  que  //-(  A,/ cos/?  jf -j-  B,,  siii/^./' )  tende  uniformément  \ers 
zéro,  (piel  que  soit  x. 

Ceci  s'écrit 

(A)  lini  /r-    /  'l'f /)  u{  f  )  co?;i(,r  —  r  )  dt  =  o. 
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AdiMi'llons  i|U('  |A   11  csl    (lidV'rcnl  rje   z(;ro  (jur   iJ.ms    uik^    |),irlie 

(«,  h)  (le  1^7.,  •>,—  -i-  7.),  ce  (|iii  exii^e 

ij.(  a  )  =:  \x(  b  )  —  \x  (  a  )  —  a  i  h  )  —  o\ 

on  |)oiiri;i  ieiii|)lii('er  \e>  liiiiiles  d  iiit(''i;r;ili()ii  i  7.,  a—  -^  a  )  |).ir  /'/  el  h. 
I)  iiiili'e  |iarl.  '/  a\;iiil  lc->  |)i'o[incir'>  iii(li(|iii''c.-,.  I  cxid'csMoii 

I   '     /"'           /  -„         A.o/-\  ,    I 

//■-      -    /     u(  n  [L  t  -\ )  cos//  (  .r    -  /  )  f/« 

{en(\  \eis  zéi-o  a\ec  -,  cai-hMinanlili'' ciilic  erocdielsesl  le  (// -h  i)'*""^ 
terme  de  la  s(''ric  de   Foiiiier  de  \i-{x)  (  C'.r  -h  '  )  ,  qui  est  con- 


tinue ainsi  que  sa  déri\ét'  première  el  dont  la  d<  rivt'e  seconde  est 
à  \anatioii  bornée.  Par  suil(%  si  -2"  est  remplie. 


«  -    /      \x 


(  /)  K(  /)  cos/M,.^'  —  t)  dt 


tend  \ ers  zéro  a\ee  -  .  l'our  conclure,   énonçons  une  condition  a'. 
Il 

'i!  Dt'si  il  lions  par  "/.  (  /)  une  fond  ion  dr  finie  dansi  V.  B)  ijni 
y  est  conlinue  ainsi  (juc  sa  dérivée  première,  qui  a,  sauf  un 
nombre  fini  de  points,  une  dérivée  seconde  à  variation  bornée, 
et  telle  que  l'on  ait 

>.(  A  )  =  À 1  B  )  ==  à'  i  a )  =  X\  B  )  =  n. 
La  quantité 

/Î-'   I     \{t)V(t)co>n(T  —  t)dt 

•    A 

tend  uniformément  vers  zéro,  (luel  que  soit  x,  avec  —• 

'  ^  fi 

Je  dis  que  2"  et  2'  sont  deux  conditions  équivalentes.  En  eflPet, 
si  '?/'  est  remplie,  2'  l'est  aussi,  car  on  peut  considérer  A  comme 
la  somme  diin  nombre  fini  de  fonctions  u,  et  remplacer  ainsi 
l'intégrale  où  ligure  A  par  des  intégrales  où  figurent  des  fonctions  y., 
el  qui  sont  étendues  seulement  à  des  intervalles  {a.  b)  de  longueur 
moindre  que  2-. 


Il6  CHAPITRE    V. 

Supposons  maintenanl  que  2'  est  remplie,  f  "est-;"i-dire  (jue 

.1! 

lend  \ers  zéro  avec  -•  Faisons  d'ahord  là-dedans 

■>,  > 

et 

X(/)  =  ros<  dans  ( —  -,   o  j  et  (a-,  —-)  y         X(  ?  )  =  1  dans  (o,  au); 

puis 

A  =  —  -  ,     B  =  -i-  "  ,    A{  l)  =  cos /. 

La  contrdtulion  de  (  — 1  o)  est  la  même  dans  les  deux  cas:  la  con- 

tiiliiil  londe  [  V.— .  —  )  dans  le  premier  cas  est  égale  à  celle  de  I  o,  -) 

dans  le  second.  Si  donc  on  soustrait  les  deux  résultais  obtenus,  on 
\oil  (jue  1  intégrale 


//  -    /       «J»  (  /  )  cos  n  (  .'/•  —  t  )  dt 


tend  vers  zéro,  avec  —  ;  2'  entraîne  2". 
n 

Riemann  donne  à  la  condition  2'  une  forme  un  peu  plus  géné- 
rale en  ne  supposant  pas  que  n  soit  entier,  il  serait  facile  de  mon- 
trer que  les  deux  formes  de  2'  sont  équivalentes  (*  ).  Je  ne  m'v 
arrête  pas,  d'autant  que  l'on  utilisera  seulement  l'égalité  (  \)  pré- 
cédemment trouv«'-e,  dans  laquelle  [J-(^)  est  une  fonction  de  pé- 
riode 2-,  avant  une  dérivée  seconde  à  variation  bornée.  La  mé- 
thode qui  conduit  à  l'égalité  (  V)  fournit  aussi  l't^galité  (B) 

(B)  lim  /?     /  <^{t)\i.x{t)  (:o'i,n{x  —  t.  )  dt  =  o. 


{')  La  inétliode  de  liiemann,  exposée  d'une  façon  un  peu  concise  par  l'auteur^ 
ne  prêle  à  aucune  difficulté  si  l'on  tient  compte  des  notes  que  H.  Weber  a  ajou- 
tées au  iMémoire  de  Riemann  {voir  surtout  -i'  édition  des  Œuvres  de  Biemann). 

J'ai  utilisé  ces  notes  dans  le  texte. 
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dans  lîKjiiclle  'J-t(f)  est  une  foiiclion  de  [Kriodc  >.— ,  ayiiiit  une 
dérivée  première  à  \arialion  horiu'c.  \  ces  éjj;alil(!'>  il  fîiiil  ea 
joindre  une  troisième 


<C) 


r 


sin  


'\>(  t)\x.i(  t) 


.      r  —  / 
sin  


rit  =  0 


dans  laquelle  \>'2(f)  désigne  une  lonclioii  (jiii  jouil  de  toutes  les 
propriétés  de  [J-sil)  et  (|ui,  de  plus,  s'annule  pour  la  valeur  .r  com- 
prise entre  a  el  •>~-\-  a.  Cette  éj^alité  résulte  de  ce  que  rinté*;rale 

qui  y  lii;ure  est,  au  facteur  -^  près,  la  somme  <les  ( /? -H  i  i  |H'emiers 

termes  de  la  scrie  de  Fourier  de  <!>(,/•  )  'j..>{x),  série  qui  est  absolu- 
ment eom  cri;eiite. 

()0.  Rclonr  (ta  procédé  de  sotti itiatiot)  nrdituiiie .  —  La  sommt; 
des  ti  -(-  1  premiers  termes  de  la  série  (pu  représenle  /'(  .r  .  (piaiid 
on  la  somme  par  le  procédé  ordinal r<;,  est  évidemment  égale  à 


(  •>.  //  —  I)  I  ./•  —  /  )" 


A„ 


^J" 


,w„^ 


dt. 


valeur  que  I  on  obtient  en  prenant  la  déri\ée  seconde  de  la  somme 
des  n -\-  I  |iremiers  termes  de  la  série  F(./);  au  lieu  d'étudier 
directement  cette  somme,  nous  allons  lui  taire  subir  des  transfor- 
mations analogues  à  celles  (pu  oui  pciinis  de  |»asser  de  la  con- 
dition 3"  à  la  condition   >.'. 

Demandons-nous  tout  (ral)ord  dans  (|uel  cas  la  série  trigonom»'- 
trique  .y,  qn'on  obtient  en  dérivant  deux  fois  de  suite  terme  à 
terme  la  série  de  l'ourier  de  <!>,  peut  être  remplacée  par  la  série 
trigonométrique  .v,  qu'on  déduit  par  le  même  procédé  de  la  série 
de  Fourier  de  <î>),,  où  "a  est  la  fonction  de  renoncé  'a' .  Mais,  [)our 
parler  de  la  série  de  Fourier  de  <I>A.  il  faut  que  cette  fonction  ail  la 
période  2-,  aussi  supposera-t-oii  dorénavant  que  l'on  a 

A  <  ^<  B^A  ^  ■}.-, 
A{t)  étant  supposée  de  période  -i-  et  éi^aleà  o  dctns  (^B,  A-1- ix) 


it8 
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On  ri  évideiniiienl 


4>(x  —  i/i  } 


i  h-' 


■i.  *  (  jr  ) 


A  (  .r  —  ■.>  A  )  —  ),  (  j-  ) 


pai-  suite,  sj  Ton  ein|)loie  le  |)rocé(lé  sonimatnire  de  Riemanii,  s  et 
5,  peinent  se  remplaeer  miiliielleuient  (|iian(l  on  a 

À  (  a:'  )  =  1 ,  À'  (  ./•  )  =  ),"  (  .r  )  =  o  ; 

on  supposera  dorénavant  ces  conditions  /■cn//>hcs. 

Si  lOn  emploie  le  j)rocé(lé  fie  somiiialion  ordinaire,  on  est 
conduit  à  considérer  la  ditlérence  des  sommes  des  //  premiers 
termes  de  a'  el  y,,  laquelle  s  écrit 


/  *(/;)!  I  —  A(nJ 


rtt^ 


^tn{  Ml  -h  i  } 


r  -    / 


df. 


Posons 


I  —  À  =  p,         ./•  —  /  =  u, 
et  désignons  les  dérivées  par  des  accents,  on  a 

si  II  (/l  —  2  )  "  \ 


^lll    .,    U 


C  SUl  -  u  COSfC    -  u  t 


(  -2  /<  -I-  I  I  ("OS  /m  •  ç,  oos  -  u  Cdsec  -  u  ^ 


(■m  -h  I  j  siii  ////  <  p  sin  -  u  cosëi 


\  ,  1      / 

sin  nu    0  col  -  u  ' 

I  '  -A        \ 


I         I 


Par  un  calcul  élémentaire  qu'il  est  mutile  de  développer  ici,  on 
vérifie  que  les  (piantilés  placées  entre  accolades  ont  des  dérivées 
ltorn(''es  jusqu'à  Tordre  •>,  pour  les  trois  premières  quantités, 
et jus(|u'à  Tordie  o,  pour  les  deux  dernières,  si  A(f)  a  des  déri- 
vées continues  Jusqu'à  l'ordre  4,  ciu  moins  autour  de  t^=x\ 
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on  supposera  celle  condilioii  remplie.  Vlors  l;i  |)reini<-rc  <[uan- 
liU-  est  mu'  des  fouclioii»  ;jlo  donl  il  a  v\v.  |)arlé  à  la  (in  <lu  nu- 
méro |)r('-('('(lenl.  les  deux  siii\ ailles  sont  des  foii(lion>  ;j.,,  les 
deux  dernit-res  Av^  lonelions  '}..  Si  donc  nous  partaj^eons  l'inté- 
grale à  calculei-  en  cinti  autres  à  l'aide  de  rét;alité  préeédente,  il 
est  é\idenl  (|ue  ee>  <iii(|  luLi'grales  len<lciil  Imites  vers  zéro:  la 
|)reniière  à  cause  de  (Cl,  les  deu\  sui\aiites  à  cause  de  (B),  les 
deux  dernières  à  cause  de  (  V  ).  De  sorte  (jue  s  peut  être  rempla- 
cée par  .y,  même  quand  on  emploie  le  proeédé  de  sommation  ordi- 
naire (  '). 

\\ant  de  conclure,  remai-ipioiis  <pie  pour 

/■(  t)  -^  ^^{\^^'^xi  -  Ki  ^'  )  À  (  01, 

la  série  de  Fourier  de  f  est  certainement  eonverinente  et  que  sa 
somme,  quand  /  =  ,r.  éiiale  -^.K-j.  Comme  les  lonelions  1'^  /  1  el*I>(/) 
correspondant  à  cette  série  sont  égales  à  (Iv-t-  K,/  —  K2r-)A(^), 
ou  peut  écrire 

X t 

(1)1     liai  —    /  (  K  — Kl  ^  — Ko  <^  )À(n  ^ —^-dt^xY^i. 

n-^l-  .'  '  dl-  .      X  —  l 

•  =1  sin 

1. 

Vax  (■ai>aul  dans  (Di  :  K  =  o.  K|  =  (m-  1^-=  ^'   et   f^'i   ntilisanl 

le  résultat  précédent,  on  esl  comluit  à  1  énoncé  de  lliemann  : 
Soil  \  <;  .c  <C  V>  ^  A  -r  :>~.  el  'lA  t  )  une  fonelioii  avanl  des  dé- 
rivées continues  j  usqu'à  l'ordre  \,  tel  le  que  V  on  ail 

),(  A;  =  X(B  )  =  X'(A)  =  A  (  B;  =  <>,  lix)  —  1,         À'(j7;  =  À"i  .r)  =  o; 

alors    la   différence   entre   A,,  H- A,  +  .  .  .  +  A„  (voir  le  n"  o9) 


(')  l^i)  ulilisaiU,  |nir  cxrinplf.  l"int<-'j;i-.ilii)ii  [);ir  pallies,  il  esl  possible  de  ne 
56  sei'vir.  ilans  la  diiiiuiislra lion,  ([ludi-  la  rurmiilc  (  \)  i\\\'(>n  peut  considérer 
coiiiiiio  une  coiiséi|ueiice  iminédiale  de  2'.  Mais,  dans  tous  les  l'as,  les  dillé- 
rentes  intégrales  que  l'on  rencontre  ne  peuvent  être  traitées  toutes  de  la  même 
manière:  aussi,  en  ce  qui  concerne  cette  partie  du  Mémoire  de  Ricmann.  les 
notes  de  H.  W'eber  njc  paraissent  avoir  besoin  d'être  complétées. 


I20  CHAPITRK    V, 

et 


—   /     F(  ;  )  A  (  n  -y- 
\~  .K  cit- 


d-    si  n  (  n  -^  \)  {  x  —  /  ) 


\n^(x  —  t 


h 


tend  vers  zéro  quand  n  croît  indé/ininient  ('). 

Rieuiann  remai'qiie  que,  si  Ton  inoditie  /'  en  dehors  de  (A,  B). 
on  ne  niodifie  en  rien  la  convergence  ou  la  diveri;ence,  au  sens  or- 
dinaire, de  la  série  trigonométrique  (|ui  représente  /quand  on  lui 
applique  le  procédé  de  Riemann.  En  etlet,  une  telle  anKlification 
ne  peut  avoir  pour  résultat  que  d'ajouter  à  F  une  fonction  linéaire, 
d'après  le  théorème  de  Schvvarz  (  n"  ()  )  démontré  postérieurement 
aux  recherches  de  Riemann.  et  celte  fonction  d  après (D)  n'a  aucune 
influence  sur  la  convergence  ou  la  divergence.  C  est  par  ce  raison- 
nement que  Riemann  démontra  que  la  co/n'ergence  au  sens  ordi- 
naire, de  la  série  t/-i<;ononiétri(/ue,  qui  représente  une  fonc- 
tion f  quand  on  lui  applique  le  procédé  de  Riemann^  ne  dépend 
que  de  la  façon  dont  se  comporte  f  au  voisinage  du  point  con- 
sidéré. Cet  énoncé  n'est  pas  entièrement  équivalent  à  celui  du 
n-  34. 

Il  est  intéressant  de  remarcjuer  que  ce  résultat  suppose  démontré 
le  théorème  de  Schwarz  et,  par  suite,  le  théorème  du  numéro 
suivant.  D'ailleurs,  dans  le  Mémoire  de  Riemann.  ow  trouve  aussi 
l'énoncé  du  théorème  de  M.  G.  Cantor  qui  a  fait  l'objet  du  n"  o7  : 
le  théorème  de  du  Bois-Reymond  iju On  lira  plus  loin  est  aussi 
admis  implicitement  par  Riemann  (  -). 

61.    Tiiéorème  de  Heine-Cantor.  —  i^c  procédé  de  sommation 

(')  Ici  on  n'a  pas  le  droit  de  supposer,  sans  [irécaulions  supplémentaires,  que 
B — A  est  supérieur  à  ■>-.  On  vérifiera  facilement  que  l'énoncé  serait  encore 
exact  si.  les  autres  conditions  étant  remplies,  (in  remplaçait  la  condition 
A -<  a;  ■<  B  ^  A -i- 2  t:  par  la  condition  qu'il  y  ait  des  valeurs  coni;rues  à  j;  dans 
(  A,  B)  et  les  conditions  que  doit  remplir  A  piuii-  t  =  .f  par  la  condition  que  l'on 
ait  a(^)  =  a'(/)  =  a"(/)  —  ()  pour  toute  valeur  de  (  ^.  B)  congrue  k  x  sauf  pour 
l'une  d'elles  pour  laquelle  il  faut  que  l'on  ait   /»(  /  )  =  i,  a  (  <  )  =  a"  { t)  =  o. 

(-)  Au  paragraphe  Vlldu  .Mémoire  de  Bieniann  on  lit  :  «  Si  lescoefficients  a„  et  6„ 
tendent  vers  zéro  pour  n  croissant  à  l'infini,  les  termes  de  la  série  il  [celle  qui, 
peut-être,  représente /(.r)]  finiront  par  devenir  infiniment  petits,  quel  que  soit  a;; 
sinon,  ils  ne  pourront  le  devenir  que  dans  des  valeurs  particulières  de  œ.  »  C'est 
le  théorème  du  n°  57.  Quant  au  théorème  de  du  Bois-Reymond,  il  est  admis, 
mais  moins  nettement,  à  la  fin  du  paragraphe  III  et  dans  le  paragraphe  X. 
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de  Kieiiianii  étant  plus  }^(';néral  que  le  procédé  ordinaire,  pour 
cpi'une  fonction  soit  représenlaMe  lrif^()nou)('li"i(|ueMient,  il  faul 
(pi  elle  satisfasse  à  la  coudilioii  i  du  n"  o9.  Et  alois,  d"a|)iès  le 
théorème  de  M.  S(d»\varz  (n"  (5).  la  fonction  F(/).  qui  admet  f{t) 
pour  dérivée  seconde  i^«''néralisée,  est  entièrement  d«Herminée  à 
une  fonction  linéaire  adflitive  près.  Nous  axons  vu  que,  (^uand 
F(^)  esl  ainsi  d(''l('iiiiiiir'c.  la  série  trij4()iiinii<'lii(|uc  qui,  sommée 
par  le  procédé  de  Riemanii.  donne  /,  est  ciilièi-emenl  di'-terminée. 
Donc  :  //  existe  dii  plus  une  série  tiiiiononiétriqae  conver- 
geriLe  (')  «y///  représente  une  fond  ion  donnée. 

Ce  théorème  a  «'-lé  d(''moiitr(''  loiit  d  aliord  par  Heine  {Journal 
de  Crelle,  t.  71);  mais  (mi  im|)osant  di\erse,-?  restrictions  aux  sé- 
ries consid(''rées  par(;e  cpic  le  théorème  du  n"  o7  n'était  pas  établi, 
(^esl  M.  <i.  (  >aiilor  ( /oc.  eil.)  (pu  a  doiiiK'  I  l'-noiuM-  |)réc(''dent  en 
même  temps  que  des  énoncés  plus  i;énéraux. 

.Ius(prici  on  a  supposé  la  s('rie  partout  (M)u\  criicnte  et  ('^ale  à  /: 
adiiiettoii>  (pi  en  certain^  points  cxceplioniKds  lune  ou  !  autre  de 
ces  deux  hypothèses  ne  soit  plus  remplie.  ]/.  G.  Cantor  a  nionlré 
que  le  théorème  est  encore  exact  lorsque  1^ ensemble  des  points 
exceptionnels  est  réduetihie  (  n"  7). 

S'il  y  a\ait  deux  séries  trigonométri(pi(;s  convergentes  l'epréseii- 
tant  J\  sauf  peut-être  en  ces  points  exceptionnels,  leur  ditlerence 
serait  égale  à  o,  sauf  en  ces  points  et,  |)ar  suite,  dans  tout  inter- 
\alle  ne  contenant  |)as  de  points  exceptionnels,  la  fonction  F(/) 
corrcs|)()iidant  à  cette  ddlérence  serait  linéaire  d  aj)r('s  le  th(''orème 
de  M.  Schwarz.  Soit  V  un  point  exceptionnel  isolé:  avant  A, 
F|7)=  K -h  K,  ^:  après  \,  ¥{t)-=K'  -\-)\\t.  F  étant  continue, 
on  a 

k-h  K,A  =  k  -r-  k'i  A. 


Mais,  d'après  le  second  lh(''orème  du  u"  oS, 
F(  A  ^  In^  F(  A  —  //  )  —  -iVyh  ) 


K, -k, 


(')  Ou  iii(iiiie   seulement   à    coeflicieiils  leiuianl  vci-.s   zéro  et  sonmuibles   par   le 
procédé  de  Hiemanii. 
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doit  tendre  vers  zéro  avec  // ;  donc 

K  =  K  ,         K,  =  K',. 

Par  suite,  s'il  n  y  a  qii  un  nombre  lini  de  points  exceptionnels 
dans  (o,  2tc),  F(^)  est  prUtout  éyale  à  la  |mèuie  fonction  linéaire, 
le  théorème  est  démontré. 

S'il  y  a  un  nombre  infini  de  poiuts  exceptionnels,  noire  raison- 
nement montre  (jue  P{t)  ne  peut  changer  de  t'orjue  (|u"au\  points 
limites  de  cet  ensemble.  Mais  on  peut  refaire,  à  Toccasion  d'un 
point  limite  isolé,  le  raisonnement  lait  pour  A,  et  l'on  voit  ainsi 
que  le  théorème  est  exact  si,  dans  (  (>,  'Tt),  le  premier  dérivé  de 
l'ensemble  des  points  exceptionnels  n  a  qu  un  nomhre  fini  de 
points.  On  peutainsi  s'élever  de  pro(die  en  proche  |us(ju'à  lénoncé 
général  de  M.  Cantor. 

B!2.  Théoiî'me  de  Paul  da  Bois-fieyniond.  —  Il  n  \  a  (|u  une 
seule  série  trigonométriqu*-  conxergente  re|jrcsentant  une  lonction 
donnée  y,  nous  venons  de  l'apjjrendre.  Mais  quelle  est-elle?  G  est 
la  série  de  Fourier  de  J  quand  cette  série  est  convergente  et  re- 
présentcy,  mais  dans  les  autres  cas  n  y  a-l-il  |)as  une  série  trigo- 
nométrique,  autre  que  la  sé'iie  de  Fourier  de  /,  <|ui  ie|)résente  la 
fonction  donnée  /'? 

MM.  Dini,  \scoli  et  surtout  P.  du  Bois-lu'vmond  ont  répondu 
négativement  à  cette  question  dans  des  cas  étendus  (  '  ).  Ici  on 
ne  fera  que  la  seule  hypothèse  :  /est  liornée  (  -  ). 

Si  /  est  représentable  par  une  s(''rle  liigonoiuétrique,  c'est 
(juelle  est  mesurable  (  n"  8):  étant  de  |)lus  boriK'e.  elle  est  som- 
mable  (  n"  10).  Soit  F  la  fonction  correspondant,  couinie  il  a  été 
dit,  à  la  série  représentant  /.  On  a 

nous  savf)ns  (luc  —^—  csl  bornée  i  ii"  11),  donc  (n"  i^  )  on  peut 


{')  DiNJ.  Sopru  La  série  de  Fourier,  Pisr,  187).    —   Asnoi.r,  Annali  di    Mate- 
matica,  t.  VI,  1873.  —  V.  or  Bois-Keymom>,  Abhand.  der  bayer.  At.ad..  t.  \II. 
(-)  Lebesguiî,  Annales  de  l'Ecole  Aorniale,  ujoo. 
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inlf'jiroi-  sous  le  sij;ne   u  liiii  ».     appelons  l-",  cl  1'.^    deux   fondions 
|)niniti\es  successives  de  l'\  ou  a 


lini 


A  '  F.,  [X)        1-  F.J  (  u  )        A-  F 1 1  o  ) 


iiiii  , 

//  ^  o  I        i  «- 


ou.  |)iiis(|ue  V  f'sl  l;i  dc-rivée  seconde  de  l-'j, 


<  I  dt  M  : 


F{j-)—Vio)  —  T  lim     "'*'"'  =   /       /    /(  t  )  dt  dh. 

La   limite    (|iii   >iil)sisle    dans  celle  roiiuule    (;.\isle   hien  puiscjne 
tous  les  autie>  leiines  sont  (Niei'inincs.  et  Ton  a 


F(^) 


<-^(i     t/ii 


/■(  t  )dt  dH  -r-  Ax  —  B. 


Connaissant  F(x  ou  pourrail  a|)|»li(|ucr  la  m/'lliode  du  u"  o9  à 
la  recherclie  de  la  série  trii;onoin(''lii(jue  :  d  sera  plus  rapide  de  re- 
marquer que,  en  conservant  loujours  les  mêmes  nolations,  ^  (ce) 
est  de  la  forme 

/-'■  r"^  \ 

<|.(  X)  =     /        /     /(  /  )  dt  dO  —  —  J-2  —  a./-  —  i  : 

d  où,  pnisfiue  — ■  --  et sont  les  coefficients  du  (ti-^  |\icm.-  temie 

'         '  /i-  /t-  '  ' 

de  la  séi'ie  de  lourier  de  <!>. 


(I  «     Cl         •     0 


2  A,, 


/  (  /  )  es  n  ./•  r/^  c/O  r/j-  —  ^^—^  , 


(  t  )  ^ii\  n.r  dt  dh  d.r  — 


>,  A,-         ua 


Maiulenant.  eu  clianueani  Icjrdre  des  iul<'-^ralions.  cetjue  permci 
la  considération  des  inléj;i'ales  lri|)les  i  n"  10  ),  en  efl'ectuanl  daljord 
les  inléiiratifjus  en  .r.  puis  celles  eu  H  et  enfin  celles  en  /.  on  a 


a,i=  -_    j 


/'(  t }  cv<  fit  dt  —  ?. 


■-~l    ■>■■ 


t^ilt 


^  r"  ■ 

b,i  =^  ^    I       /  (  /  j  sui  /it  dt  —  n 

"  •   u 


:>.  -  \„  —  -17.  —  ^     I        f{t)^■l-  —  t)dt\ 

"  *   0  J 
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Pour  que  a„  et  />„  tendent  vers  zéro,  quand  n  croît,  il  faut  évi- 
demment que  les  quantités  entre  crochets  soient  nulles;  donc  :  si 
une  fonction  bornée  f  est  déveioppable  en  série  trigonomé- 
trique  convergente  celle  série  est  Ici  série  de  Foarier  de  f. 

Si  Ion  admettait  qu'il  y  ait  des  points  exceptionnels  en  lesquels 
la  représentation  par  la  série  trigonométrique  cesse  dètre  valable, 
le  raisonnement  précédent  ferait  connaître,  à  une  fonction  lin('*aire 
additive  près,  la  forme  de  ^{x)  dans  tout  intervalle  ne  contenant 
pas  de  ))oints  exceptionnels.  Et  le  raisonneuient  du  numéro  pré- 
cédent montrerait  que  cette  fonction  linéaire  est  toujours  la  même 
si  l'ensemble  des  points  exceptionnels  est  réductible:  de  sorte  que, 
dans  ce  cas,  le  théorème  précédent  est  encore  exact. 

()'^.  Exemple  de  série  trigonométrique  partout  convergente 
qui  n'est  pas  une  série  de  Fourier.  —  Nous  avons  dû  supposer, 
dans  le  numéro  précédent,  que  /"est  boi'née  ;  le  théorème  s'étend 
cependant  au  cas  où  /'  est  sommable  et  ne  devient  infini  qu'au 
voisinage  des  points  d  un  ensemble  réductible.  On  peut  même  dé- 
montrer que,  si  certaines  fonctions  non  sommables  sont  représen- 
tables analytiquement,  ce  ne  |)eut  être  (pie  par  leurs  séries  de 
Fourier  généralisées  (  n"  19). 

Je  ren\oie  pour  ce  point  à  mon  Mémoire,  cité  au  numéro  pré- 
cédent. Ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  que  la  question  posée 
n  est  pas  résolue  complètement  pour  les  fonctions  non  bornées.  Il 
est  d'ailleurs  facile  de  \oir  que,  si  l'on  conserve  aux  mots  série  de 
Fourier  le  sens  que  nous  a\ons  adopté  (  n"  19).  il  existe  des 
fonctions  qui  sont  représentables  par  des  séries  trigomunétriques 
con\ergentes.  qui  ne  sont  pas  des  séries  de  Fourier.  En  \oici  un 
exemj)le  qui  m'a  été  indiqué  par  M.  P.  Fatou. 

Xous  avons  vu    incidemment   (  n"  o3  )  que.    pour   une   série   de 

Fourier,    la    série    7  — ^  était    con\eri;ente   et   même  nous    a\ons 

II-              I             r\             1         '    •      V^  ■i\nnx      .  '   •       ^ 

calcule  sa  valeur.  Donc,  la  série    7  —. n  est   pas  une   série  de 

Fourier;  elle  est  cependant  partout  con\ergente  (n"  !26). 

()i.  Théorème  sur  la  multiplication  des  séries  de  Fourier. 
—  Supposons  /'continue,  auquel  cas  F  a  une  dérivée  première  F' 
et  une  dérivée  seconde  F"  1= /.  Soit  ).  la  fonction  qui   figure  dans 


si;rui;s  tiu(.on<>M!:  i moi  i;s  oi  i;i.<:i)\ni  i;s.  I.i5 

rc'nOIKH'   (1(1    11"  ()(l.    (i(»lllllU'    !    itH    H 

F(x  —  ■xl()—¥(x)  \i.r  ~  xh)  —  lix—ih)        ,,  A-X 

-i-  X -, —. i-  1^  (  :r  )  y-TT,  > 

—  ih  I  /i  1  h- 


il  en  réstille 


liin     ,~rT-  —  / .  A  -^  2  F  .  A  -+-  l'  a". 


l>ii  loïKlidu  2  h' a' +  Kâ' a  une  dérivée,  sa  série  de  l' Odiier  est 
doue  eonsergenle.  Mais  on  sait  que  la  série  ol)teniie  eu  déii\ant 
d(uix  fois  la  série  (|ni  représente  K),  eonverj^e  eu  même  temps  que 
celle  qui  se  d('(luit  de  F,  e Cst-à-dirc;  en  m(''iiie  lemps  (pie  la  S(''rie 
de  Fourier  de  /".  Par  suite,  les  séries  de  Fourier  de  ./ Cl  / /,  con- 
\ergent  en  même  temps  au  point  x,  les  conditions  du  n"  00  étant 
remplies. 

C'est  là  un  énoucM'  très  particulier:  j  ai  tenu  à  rin(li(pier  en  ter- 
minant parce  cpiii  montre  cpi  il  y  aurait  intérêt  à  n  assujettir  les 
fonctions  A.  'x  des  paragraphes  précédents  qu'à  des  conditions 
jnoins  reslricli ves. 
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